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ualunque scrittore che si fa guida agli studiosi 
d'una scienza, mosso forse da certo sentimen- 
to di timida verecondia a giustificare l'ardito 
proposito, suol discorrere le cagioni che lo 
trassero a divulgare per le stampe i proprj in- 
segnamenti. Simile costumanza consiglia me pu- 
re a far palese come chiamato da vero amore 
di logica precisione a dilucidare gli Elementi della 
Geometria, venni poco a poco nella fiducia che 
i miei tentativi avesser fruttato opera né priva 
di novità ne difficile ai principianti , la quale po- 
tesse loro tornare gradita e utile ad un tempo. 
Avvalorava tal fiducia il voto di alcuni miei ami- 
ci, l^uoni ed operosi cultori delle matematiche, 
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i quali fatto esame del disegno dell'opera non 
meno che de' suoi particolari mi animarono d'of- 
ferirla senz' altro alle scuole. Ora però che a tanto 
mi avanzo reputo convenevole fare aperto il. mio 
divisamento , ed accennare per quali novità d'or- 
dine , e di principj questi miei Elementi differi- 
scano da quanti m'avvenne prenderne a esame. 

Innanzi a tutto io fui d'avviso che in nove 
sezioni necessariamente si dovessero partire gli 
Elementi della Geometria ; perocché dovendo per 
consuetudine oggimai inveterata esser loro ma- 
teria la linea retta , le superficie da essa conter- 
minate, il circolo , il piano , i corpi solidi ai quali 
è superficie , infine i tre corpi rotondi , sei divisio- 
ni apertamente ne venivano. Ma riflettendo che 
le superficie facevano luogo a due speculazioni 
d'indole differentissima, l'una su le ragioni di 
equivalenza, l'altra su la misura, la quale poi 
si risolve nelle proporzioni delle figure , e che i 
solidi oltre la misura , e l' equivalenza addiman*- 
davano eziandio l' esame delle ragioni di simme^ 
tria, perciò nove sezioni o libri risultarono, i 
quali sono appunto quelli che il lettore nell' in- 
dice riscontrerà. 

In questi nove libri si troveranno gli Ele- 
menti veri è proprj della Geometria , liberi da 



ogni mininio calcolo , e quali debbono essere , 
a mio avviso , per servire d' introduzione a ogni 
maniera di studj , non che a promuovere lo svi- 
luppo delle facoltà intellettuali. 

Coloro però che destinati a più larghi studj 
di Matematica non potranno ignorare alcuni ri- 
levanti teoremi su i quadrilateri, e sul circolo 
omessi ne' libri suddetti , ne là dottrina geome* 
trica dé^ massimi e minimi j né il trattato de' trian- 
golì e poligoni sferici , come quello pure ^ei po- 
liedri regolari , si varranno dell'appendice dove a 
siffatte particolarità 9 e ad altre eziandio si è dato 
pieno sviluppamento. Queste, però suppongono 
nello studioso alcuna istruzione ne' rudimenti 
del calcolo. 

Ma oltre ai nove libri, e a quelle parti del- 
l'appendice di che facevamo parola, tre serie di 
problemi completano il piano prefissomi. La pri-^ 
ma posta a seguito del libro quarto , ultimo della 
Geometrìa piana , offre alcune applicazioni della 
linea retta , e del circolo alle più semplici ope- 
razioni da farsi pel mezzo del compasso, e della 
riga. La seconda posta a seguito'^del libro nono 
può aversi qual supplemento ^W^l Teoria deipia^ 
m perpendicolari , e paralleli : in essa esponendo 
succintamente le proprietà delle projezioni si fa 
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cenno del modo di rappresentare su la carta le 
varie posizioni del piano, non che quelle della 
linea retta comunque situata nello spazio , po« 
nendo per tal maniera i prìncipj della Geome^ 
tria descritUi^a. Valgano le poche cose che ne ho 
toccate ad invogliare per tempo ddlo studio di 
questa bella parte della Geometria i giovani, cui 
è caro far fruttare le Matematiche a profitto delle 
arti. Finalmente i problemi della terza serie posti 
a principio dell'appendice si offrono agli studiosi 
nell'oggetto di far loro più efficacemente sentire 
r importanza dei teoremii , ammaestrandoli ad un 
tempo nel metodo di ricerca ; la cui cognizione y 
che solo per via di esempio si acquista, è ri- 
levante abbastanza perchè non venga negletta 
siccome si vede nella più parte dei libri di Geo- 
metria elementare. Per servire a tal metodo il 
ragionamento della soluzione di ogni problema 
fu diviso in due parti denominandole Analisi y 
e Sintesi. La prima parte, cioè \ Analisi y sup- 
pone il problema risoluto , e per quella virtù 
di raziocinj di cui sarebbe malagevole indicare 
il magistero s'insinua nel fondo della quistio- 
ne, fa chiara la mutua dipendenza di tutte le 
parti della figura ipotetica, e accortamente svol- 
gendone le proprietà perviene a ritrovarne una 
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che ne inchiude la regola della costruzione. La se- 
conda , cioè la 5mte5/^ muovendo da questa regola 
prescrive le operazioni da farsi per costruire di 
fatto la figura medesima; dipoi con forma di 
ragionamento inverso all' analisi , prova per qual 
modo tal costruzione ^ddisfaccìa alle condizioni 
del problema. Ma come questi problemi io pro- 
póngo solo ad esercizio dei principianti , per- 
ciò à^V jirudisi o della Sintesi ho accennato 
semplicemente i punti principali, e talora ho 
perfino interamente soppresso Tuna o l'altra in 
considerazione, che i principianti stessi a meglio 
comprendere il metodo d' invenzione si faranno 
di buon grado a distendere su quella mia traccia 
tutte le particolarità del ragionamento. 

Tanto, e non più della divisione della materia. 
Rispetto al metodo seguito nell'esporla^ mi attenni 
a quello che meglio sembrò condurre alla chiarez- 
za. Perciò posi le proposizioni nell'ordine della 
loro più semplice derivazione per guisa connetten- 
dole , che manifesta apparisse la correlazione di 
ogni teorema col suo antecedente. 

Volli ritenere certe forme del metodo degli 
antichi geometri reputandole caratteristiche della 
Geometria, e veramente annesse al rigore delle 
djmostrazionih Non per questo il mio metodo è 
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riuscito sintetico : perocché , tacendo del resto , 
avvertirò quanto alle definizioni essermi scostata 
affatto da Euclide che le poneva in capo a cia- 
scun libro, collocandole invece a' luoghi oppor* 
tuni y e facendo loro strada negli scolj y con ren*- 
dere manifeste le figure da prendersi in esame 
innanzi d' imporre loro un nome. 

Vengo ad alcune particolarità delle Teorie. 
Nel primo libro si troveranno le definizioni del 
piano j e della linea retta j che ho sostituite alle 
usate fin qui per meglio servire al rigore delle mie 
dimostrazioni , e perchè mi è sembrato che con- 
tribuiscano a rendere assai più agevole la teoria 
della linea retta : oltre di che esse concordano al- 
quanto col significato volgare di quelle vocile 
non peccano del vizio delle comuni loro defini- 
zioni; ad evitare il quale farebbe mestieri dimo« 
strare , innanzi a tutto , la possibile esistenza 
d' una superficie cui possa combaciare una linea 
retta comunque posta , e descrivere la figura 
della linea rappresentante la più breve distanza 
fra due punti. 

Alla definizione delta linea retta consegue 
quella dell'angolo, essa pure assai diversa dalia- 
nozione ordinaria, e più vicina all'idea che se 
ne ha volgarmente. 



Per servire a quella chiarezza che parmi ave- 
re' nel resto raggiunto, ho allontanato dalle no* 
zioni primitive l'idea delle dimensioni riservan- 
dola a miglior luogo , quando cioè essa sponta- 
neamente derivava dal misuramento dei corpi. '. 

Proponendomi poi di non subordinare la 
scienza dell' estensione alla scienza de' numeri , e 
per giovare eziandio a coloro che bene stimano 
doversi nello studio delle Matematiche prender le 
mosse dalla Geometria , non presupposta nello 
studioso la cognizione dell'Aritmetica, mi son 
fatto carico di esporre le proprietà delle propor- 
zioni con modi puramente geometrici, nulla attin* 
gendo per altro dai ragionamenti di che gli antichi 
geometri si valevano, i quali a dir vero sarebbero 
riusciti soverchiamente gravi. Io mi confido che 
niuno avrà per superflua questa cura , se ponga 
mente alla incommensurabilità in che talora si 
trovano le quantità continue , per cui non sem« 
pre ci è dato sostituir numeri alle linee in propor- 
zione ; ne basta il caso nel quale i quattro termi- 
ni d' una proporzione possono divenire numerici 
per inferirne che sempre tali termini potranno 
considerarsi come numeri , inentre nel caso della 
incommensurabilità non v'ha modo di calcolo che 
valga a somministrarli. Ne però si ha diritto di. 
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attribuire alle proporzioni delle linee le proprietà 
pertinenti alle proporzioni de' numeri, sul solo 
fondamento delle prove aritmetiche. Queste ragio- 
ni mi hanno indotto a svolgere tutta la teoria 
delle proporzioni, muovendola dalla primitiva na- 
zione del rapporto di due quantità geometriche , 
che mi sono stu(fiato di esporre con ogni possìbi- 
le diligenza ; ed ho fede che X opera non sia tor- 
nata vana , perchè da questa nozione è discesa 
r altra dell' uguaglianza dei rapporti commen- 
surabili o incommensurabili, di cui senz'altro 
principio mi sono giovato ad evitare in tutte le 
dimostrazioni concernenti all'incommensurabilità 
queir arido criterio della riduzione aW assurdo. 

Quanto ai solidi non molte cose noterò , ab- 
benchè molti sieno i cangiamenti introdotti, sem- 
pre nell'intendimento di giovare come meglio 
per me potevasi alla chiarezza. Avrei voluto nel 
sesto libro, senza toglier nulla alla teoria dei 
poliedri uguali e simmetrici ivi esposta, ridurre 
a minor numero le proposizioni ; perocché ma- 
nifestamente i teoremi VII e XY sono inclusi 
nel teorema XXV , ed i teoremi Vili e XVI lo 
sono nel teorema XXVI. Pure a maggiore in- 
telligenza delle dimostrazioni più generali ho 
stimato riuscir profittevoli alcune delle speciali 
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che meglio manifestavano lo stato della figura. 
Taluno avrà per inutile questa sovrabbondanza 
di teoremi che di nulla avvantaggiano la teoria , 
ed io pure la riputava tale ; ma l'esperienza mi 
ha convinto che siffatta prolissità non riusciva 
inutile ne discara ai principianti. 

U libro IX si aggira su i tre corpi rotondi ; 
in esso le proposizioni attinenti alle superficie ed 
ai volumi loro vengono dimostrate pel cosi detto 
principio de' limiti ^ il quale (forse più pel modo 
del suo uso nelle dimostrazioni della geometria 
elementare che per la sua indole) da alcuni valenti 
geometri Ì\x ritenuto come non confacente al ri- 
gore del ragionamento ; ma avendolo posto sotto 
r enunciato che due quantità si debbono avei^ 
per uguaU quando sono contenute fra due mede- 
simi Umitiy che possono per loro natura differire 
d una quantità piccola quanto vuoisi^ si avrà 
luogo di conoscere come i ragionamenti che ne 
dipendono non potrebbero per alcun altro crite- 
rio di dimostrazione riuscire più convincenti ne 
più semplici. 

Bastino queste poche avvertenze a fare aperto 
il mio disegno. Lungi poi dal volere con questo 
mostrare irreverenza a quei geometri insigni che 
non sdegnando piegare la mente alle cose elemen- 
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tari promossero grandemente la scienza , e pro« 
curarono a loro stessi durevole celebrità, dirò che 
a tutta ragione lé scuole fanno plauso agli Ele- 
menti che al bene di esse dettarono, e specialmente 
a quelli del celebre Signor Legendre che mi sono 
tenuto a onore di seguitare nelle mie pubbliche 
lezioni , e da cui ofa mi diparto ( non senza te- 
ma di errare) , solo per servire al desiderio di 
educare gli studiosi a più facili speculazioni non 
che a più accurato rigore di ragionamento. 

Chiudo col fare manifesti i sensi d' animo 
grato verso il Signor Dottor Fabio Andreini, cui 
piacque con caldo amore , e rara intelligenza 
curare l'edizione del presente libro. 
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SPIEGAZIONE 



DI jìlcvni termini e dei segni. 



Il metodo con che la Geometria si saole e&porre consiste 
principalmente ' nel formare di tutte le verità dalle quali 
questa scienza risalta , altrettante proposizioni cui si danno 
i nomi di assioma, teorema, lemma, corollario, secondo 
la loro specie. 

L'assioma è una verità che per divenire evidente non 
richiede altra spiegazione » che quella dei vocaboli con cui 
si enuncia. 

La Geometria si vale degli assiokni seguenti : 

1 .® Il tutto è maggiore della sua parte. 

a.<> Il tutto è uguale alla somma delle parti nelle quali è 
stato diviso. 

3.** Due quantità uguali ad una terza sono uguali fra loro. 

4.® Se a due quantità uguali si aggiungono o si detraggono 
quantità uguali , ne risultano somme o residui uguali. 

5.^ Se a quantità disuguali si aggiungono o si detraggono 
quantità uguali, la somma o il residuo proveniente dalla 
quantità maggiore, sarà maggiore della somma o del residuo 
proveniente dalla quantità minore. 

Il teorema è una proposizione la quale diviene evidente 
per mezzo d'un ragionamento, che appellasi dimostrazione* 

Il lemma è una proposizione appositamente premessa ad 
un teorema jper facilitarne la dimostrazione. 

Il corollario è una proposizione che consegue immedia* 
tamente. ad un' altra già dimostrata. I corollari si pongono 
perciò di seguito alle proposizioni da cui derivano. 

Col titolo di problema distinguesi poi ogni quesito, il 
quale abbia per oggetto la determinazione di una o più cose 
incognite per mezzo di una o più cose cognite , le quali diconsi 
dati del problema. 

1 



La spìegazioue del significato ò' un vocabolo , o l' indica- 
zione della cosa o dell' idea che vuoisi con esso significare 
appellasi definizione. 

Sotto il nome di scolio si comprende qualunque osserva- 
zione sopra una o più proposizioni diretta a dimostrare il loro 
legame, le loro applicazioni, la loro generalità, ovvero la 
loro restrizione. Talvolta lo scolio servirà di preparazione 
alle dimostrazioni dei teoremi ad esso susseguenti ; talvolta 
sarà diretto a legittimare o a dichiarare viemmeglio un qual- 
che principio. 

All' oggetto di abbreviare il discorso faremo uso dei segni 
qui appresso : 

1 .^ Il segno B9 il quale si pronunzia uguale indicherà 
l' uguaglianza tra due quantità ; così A hv B esprìmerà che 
le quantità A e B sono uguali. 

a.^ Il segno >* indicherà la disuguaglianza; cosi esseado 
A maggiore di B , scriveremo A> B ^ t leggeremo A 
maggiore di B ; ovvero scriveremo B <A leggendovi allora 
B minore di A, 

3.^ Il segno + il quale si pronunzia ;9(i)t^ indicherà l'ad- 
dizione; laonde A-hB rappresenterà la somma di AeB. 

4.^ 11 segno — che si pronunzia meno, indicherà la sot- 
trazione i A — B esprimerà la differenza di A e B ^ ovvero 
r eccesso di A sopra B. 

5.^ 11 segno X oil punto . indicherà la moltiplicazione; 
AxBf ovvero A . B rappresenterà il prodotto di A per j5. 

6.^ I due punti esprìmeranno la divisione; A * i? espri- 
merà il quoziente di A diviso per B ; lo stesso quoziente 

potrà pure rappresentarsi cosi ^. 
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estensione è quella proprietà dei corpi per cui 
appare che essi sieno formati di molte parti unite insieme 
senza sensibile interruzione. 

a. I termini o limiti della estensione propria d'un corpo 
SODO le But ficee , le quali ne costituiscono la superficie, 

3. Questi limiti determinano ìsl firma del corpo. 

4. L' impressione poi che la forma d' un corpo produce 
snir organo della vista appellasi figura ; il qual vocabolo si 
attribuisce perciò anche all' immagine , o rappresentazione di 
qualsiasi oggetto. 

5. Il luogo occupato da un corpo può dirsi che sia un 
vuoto avente la sua stessa forma » e differente da esso per la 
sola ragione che un tal vuoto è penetrabile mentre il corpo 
non l' è. Or poiché tutti ì corpi occupano un luogo e' imma<« 
gioiamo che essi sieno collocati in un vuoto indefinito , il 
quale viene denominato spazio. 

6. La superficie d' un corpo separa dal rimanente dello 
spazio quella porzione che da esso è occupata Laonde se 
vorremo concepire un corpo, o lo spazio che occupa, diviso 
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in due partì , ci figureremo la separazione delle medesime 
come rappresentata da una superficie : la quale non formerh 
parte del corpo , ma servirà di limite comune alle due parti 
in che esso si suppone diviso. 

7. l limiti o termini d' una superficie si chiamano linee. 
Cosi dovendo immaginare una superficie divisa in due parti 
ci figureremo la loro separazione come rappresentata da una 
linea : la quale nou formerà parte della superficie ; servirà 

\ solo di comune limite alle due parti in che essa si suppone 

divisa. 

8. I limiti d'una linea ovvero le sue estremità si chiamano 
punti. Perciò la separazione di due linee contigue , o di due 
parti d'una stessa linea verrà rappresentata da un punto : il 
quale non sarà parte di tal linea ; servirà solo dì limite 
comune alle due parti bielle quali si suppone divisa. 

9. Adunque poiché ogni linea può esser divisa in due 
parti 9 e ciascuna di esse può esser suddivisa in altre due , e 
cosi di seguito , ne sarà dato di supporre situati sopra una 
«lessa linea quanti punti si vogliono. Nello stelso modo 
potremo immaginare quante linee si vogliono giacenti sopra 
una stessa superficie , e quante superfici si vogliono dentro 
uno stesso corpo. 

IO. Una linea considerata relativamente alla grandezza 
sua prende il nome di lunghezza. Così tra le due voci 
lunghezza e linea è da notare questa differenza , che la pri- 
ma va ^nita all'idea della quantità di estensione, l'altra a 
quella soltanto della sua figura ; lo che meglio si scorgerà in 
appresso. 

ij. Si può por mente ad un punto prescindendo dalla 
linea su cui è situato ; alla figura ed alla lunghezza d' una 
linea senza pensare alla superficie che la contenga ; alla 
figura ed alla grandezza d' una superficie senza considerare 
il corpo cui appartiene , in quella guisa che si può por mente 
_ alla forma ed alla grandezza d' un corpo prescindendo dalla 
sua impenetrabilità. 

12. Tali astrazioni sono la prima base della Geometria, 
la quale è scienza che considera V estensione rispetto alla 
figura ed alla grandezza, È proprio di questa scienza il 
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Coiisiclérare i puDti indipendeutemente dalle linee, le lìnee 
indipendentemenle dalle superfici » e le superficì indipen- 
dentemente dai corpi. 

i3. £ qui è da avvertire che questo vocabolo xorpo o 
solido , viei^e talora preso dalla Geometria in un concetto 
ben differente dal concetto volgare ; perocché la Geometria 
non dovendo considerare nei corpi che la figura e la gran- 
dezza , attribuisce eziandio il nome di còrpo geometrico o 
solido geometrico ad uno spazio comunque, limitato , e pe- 
netrabile o vuoto. 

14. Epperciò l'uguaglianza ossia la perfetta identità di 
due corpi quanto alla loro estensione si dimostra geometri* 
cernente mediante la sovrapposizione , ponendo cioè in evi« 
denza che i due corpi ove fossero convenientemente posti 
uno dentro l' altro coinciderebbero perfettamente , e non ne 
formerebbero che uno solo. Anche T identità di due superfici 
o di due linee può dimostrarsi per lo stesso principio ; clie in 
generale due figure qualunque sono necessariamente uguali 
quando coincidono in tutta la loro estensione, 

i5. Avvertiremo che il punto» sebbene privo di figura e 
di grandezza » suole rendersi sensibile per un miautissimo 
segno ( . ) » chiamato male a proposito punto; stantechè esso 
è n^eramente un corpo fisico , avente figura e grandezza. La 
linea pure si rappresenta mediante la traccia che lascia dietro 
di se un punto fisico nel muoversi da luogo a luogo« Ma bea 
si comprende che dalla materialità di tali punti e linee, noi 
dovremo prescindere considerando il punto come privo di 
ogni estensione , e la linea estesa solamente in lunghezza. 

i6. Si chiama gl'ano quella superficie di cui una parte 
qualunque, posta sopra una parte qualunque della superficie 
che resta , potrà combaciare con questa perfettamente , ove 
anche la sovrapposizione si faccia rovesciando una delle parti 
sul!' altra. 

17. Ogni superficie che non sarà piana in veruna sua 
parte si chiamerà superficie curva, 

> 8. Ogni figura poi descritta sopra un piano dirassi figura 
piana, £ tali saranno quelle che considereremo ne'pi^^imi 
quattro libri seguenti. 
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J9 Da ciò lisuha che una figura piana trasportata sopra 
qualunque piano e rovesciata eziandìo , combacerà con esso 
perfettamente. 

t^ìK* *• ao. Perciò essendo A BC D una linea descritta sopra un 
piano, potremo immaginare che essa venga rovesciata sul 

Fig. a. piano medesimo dando luogo alla linea abcd^ la quale 
sarà identica alla linea primitiva; talmentechè se una dì esse 
si porrà sul!' altra in modo che il punto a cada in ^, e <2 in 

Fig. 3. D^ avremo una figura piana ove ogni punto, per es., B della 
linea AB CD avrà il suo corrispondente h sull'altra linea 
AhcD, Or supponiamo che la figura giri sopra i punti A » 
D fissi sul piano. E chiaro che abbassandosi il punto B al 
di sotto di esso piano il punto h salirà , e viceversa , e lo 
slesso avverrà di altri due punti corrispondenti C^ e ec. 
Adunque ogni punto come Af comune alle due linee A B CD, 
Abc D non potendo ad un tempo portarsi al di sotto ed al 
di sopra del piano dovrà necessariamente rimanere fisso sul 
medesimo. 

p'ig, A £ siccome può facilmente immaginarsi una linea A BC D 

che dia luogo ad una figura analoga alla figura 3 con mol- 
tissimi punti d'incontro M ^ N ^ ec, perciò è pnr facile con- 
cepire che itz A e D sieno quanti punti si vogliono tali che 
per il rivolgimento della linea sulla quale si trovano non 
sieno rimossi dal loro sito. 

Tal rivolgimento può farsi sopra due qualunque di questi 
punti; poicl^è se la figura 3 girasse sopra i punti A ed AI ^ 
si dimostrerebbe come sopra , dovere i punti N e D rima- 
nte re immobili. 

ai. Si diranno punii posti nella medesima direzione 
quelli che non cambierebbero di sito quando la linea sulla 
qnale si trovano girasse sopra due qualunque di essi suppo- 
sti fissi. 

Tali sono i punti A ^ M ^ N ^ D. 

aa. Questa nozione ne porta a considerare ì punti piasti 
nella medesima direzione, sempre situati sopra uno stesso 
piano. 

a3. Una linea si chiamerà retta quando tutti i suoi punti 
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s'aratino nella medesima diresione. Cosi la lìnea AD ove pig. 4. 
essa sia lìnea retta non cambierk dì sito allorché sì aggirerà 
intorno a due panti 6ssi presi a piacere sopra di essa. 

24. Ogni linea che non sarà retta in veruna sua parte si 
chiamerà linea curva. 

35. Linea convessa concansa sì dirà quella linea curva 
di cui tre punti presi a piacere non si troveranno giammai 
nella medesima diresìooe. Diciamo convessa o concava pe- 
rocché l'una si camhia nell'altra cambiando il lato dal quale 
viene osservata. Tale esietÈÒo A CDB é manifesto che essa ^ìg* ^• 
non potrà essere incontrata da una linea retta in più dì due 
punti. 

36. Frattanto al §. 32 consegue che una linea retta A D P^;• 4- 
come quella di cui tutti i punti sono in direzione uguale 

si deve considerare situata tutta intera sopra un medesimo 
piano. 

TEOREMA. 1. 

37. Da un punto ad un aitro non si pUò condurre che . 
una sola linea reità. 

Sia AB una linea retta condotta dal punto A al punto Fig. 6. 
B, Se un'altra linea retta si potesse condurre da y^ a ^, essa 
dovrebbe passare per un punto C almeno non situato su la 
linea jìB. 

Si uniscano ì punti A, C, B colla linea qualunque A CB\ 
rssa costituirà colla retta ^^ il contorno d' una superficie 
piana , la quale perciò potrà sempre essere rovesciata , ed 
in modo che tenuti fissi sul piano i punti '^ e B essa diventi 
AcB. Ora é chiaro che la lìnea AB \^ quale sappiamo essere 
retta rimarrà fissa sul piano essendo fìsse le sue estremità **; * a3. 
perciò rovesciandosi la superficie dovrà cambiare dì sflo la 
lìnea ACB ^ e con essa il suo punto C\ dunque tal punto 
non sarà nella medcfiìma direzione di A t B\ dal che si vede 
esisere assurdo che pel punto C possa passare una linea retta 
avente le medesime estremità della linea AB\ dunque dal 
punto A al punto B non si può condurre che una sola linea 
retta. 
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28. Scolio, La distanza d'un' punto aci un altro è misarau 
dalla linea retta che congiunge questi due punti ; perocché 
essa è distinta da ogni altra linea che si può condurre fra i 
due punti medesimi. 

TEOREMA. II. 

I 

29. Due linee rette che hanno due punti comuni coinci» 
dono V una coli' altra in tutta la loro estensione , e non 

formano che una sola e medesima linea retta, 

Pis* 7* Sieno i due punti comuni A e B, è chiaro che da ^ in B 
le due rette coincideranno. Or se potessero disgiungersi in 
seguilo una di esse passerebbe per un qualche punto F* si- 
tuato fuori del prolungamento B C dell' altra ; frattanto 
F ed un punto qualunque D di questo prolungamento si 
troverebbero nella medesima direzione dì A e B; cioè sareb- 
bero nella medesima direzione i quattro punti A ^ B , F ^ D, 
Ciò posto si uniscano i punti B^ F^ D colla linea qualunque 
B F D, e si rovesci la superficie B F D tenendo fissi sul piano 
i punti B ^ D\ non potendo cambiar di sito B D ^ \z. quale 

* t»3. sappiamo essere linea retta*» cambierh di sito la linea B F D 

e con essa il suo punto i^; perlochè è assurdo che F sia 
nella medesima direzione di B e D\ ovvero è assurdo che 
una delle lìnee, le quali hanno insieme convenuto per tutta 
la lunghezza AB ^ passi per un punto F pon situato sul pro- 
lungamento dell' altra. 

30. Scolio I, Prolungare una linea retta A B vuqI dire 
determinare de' nuovi punti nella medesima direzione delle 
sue estremità A e B\\ quali saranno nel piano stesso dove sì 

* 22. trova la stessa linea AB*. 

3i. Scolio IL Scorgesi frattanto che una linea retta 
qualunque .A B non può avere che un solo e medesimo pro- 
lungamento ne*due sensi B D^ Ad situato nel piano di A B, . 
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TEOREMA IH. 



Sa. Se una linea retta avrà due punti A e B sopra un p ig 7. 
plano y combacerà col piano medesimo in tutta la sua esten- 
sione, V 

Infatti sul piano di cui si natta si potrh tirare una linea * ^s, 
retta da yd in B*, e sì potrai avere sopra questo piano anche 
il suo prolungamento"^. Ond' è che un'altra linea retta *3i. 
aveote due punti A e B sopra esso piano dovendo coincidere 
colla retta precedente in tutta la sua estensione * cambacerk » 29. 
periettamenle col piano medesimo. 

33. Scolio, Sieno ^A B ed AC due linee rette poste Fìg. 8. 
sopra un piano aventi una comune estremità A ; la lon- 
tananza reciproca di queste due linee diminuirà quando 
A C girando intorno ad A^ senza discostarsi dal piano, pren- 
derà la posizione d'i A D compresa tra. AC eò AB 9 e potrà 
sempre dinùnuire finché AC non coincida con AB. Tal 
loutananza poi crescerà se A C prenderà la posizione di AE^ 
e potrà sempre crescere finché A C non coincida col prolun- 
gamento Ab à\ A B, 

34* Definizione /. La lontananza reciproca di due linee 
rette che hanno una comune estremità chiamasi angolo; le 
due rette medesime diconsi lati dell' angolo , ed il punto ad 
esse comune appellasi vertice dell' angolo stesso. 

35. Definizione II, Due angoli si dicono adiacenti 
quando hanno uu lato comune , e gli altri due in linea retta 
per modo che uno sia il prolungamento delPaltro. Tali sono 
gli angoli BAC, CAb, 

36. Definizione III, Due angoli si dicono opposti al 
vertice, allorquando i lati dell'uno sono i prolungamenti 

dei lati dell' altro. Tali sono gli angoli B AC ^ bAc. pig, g. 

37. Scolio I. Gli angoli soqo suscettibili di addizione e 

di sottrazione. Chiaramente si vede essere l' angolo BAC Fig. 8. 
la somala de' due angoli BAD^ DAC; l'angolo BAD 
la differenza dei due angoli B AC ^ D AC. 

38 . Scolio II. Due angoli sono uguali quando ponendo 
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couvenientemente uno dì es»i sull'altro i loro lalì coincidono. 
Or se i due angoli BAD^ CAD saranno uguali ciascuno di 
essi sarà uguale alla metà dell'angolo B AC^ cioè la reità 
A D dividerà in tal caso l'angolo B A C \n due parti uguali. 



TEOREMA IV. 

39. La somma di dut angoli adiacenti è uguale edla 
¥ìg, IO. somma di altri due angoli adiacenti qualunque. 

Sleno le rette A B , FÉ respettivamente incontrate dalle 
rette DC^ HG\ dico che la somma dei due angoli adia- 
centi A CD , D CB sarà uguale alla somma degli altri 
due angoli parimente adiacenti FGH, HGE, 

Sì prendano le due distanze uguali AC^ FG*, AC si 
potrà situare sopra FGxtì maniera che il punto A cada in F^ 
ed il punto Cin G ; essendo queste due linee cos\ situale AB 

^29. coinciderà con FÉ in tutta la sua estensione *. Quindi la 
CD^ o converrà colla GH^ o prenderà altra direzione 
GK, Nel primo caso essendo gli angoli ACD^ DCB 

'^SS. respetti V amente uguali agli angoli FGH^ HGE* è ma- 
nifesto che la somma de' due primi sarà uguale alla somma 
degli altri due< Nel secondo caso essendo AC D ^ DCB 
^FGK-hKGE, e KGE — KGH-^ HGE, sarà 
ACD + DCB = FGK H- KGH ^HGE ovvero, 
poiché FGK -h KGH ^ FGH, ACD -^ DCB^ 
FGH -h HGE, come dovevasi dimostrare. 

TEOREMA. V. 

Fig- 9* 4^' ^^' angoli opposti al vertice sono uguali. 

Sieno Bòf Ce due linee rette che si tagliano in A; 

gli angoli BAC, òAc saranno adiacenti al medesimo 

angolo b AC\ dunque la somma b A Ch- B A C sarà ugnale 

*59. alla somma bAC-^bAc*-, or togliendo da tali somme 

* Atis. 4. uguali lo stesso angolo bAC*, reslerà l'angolo iS^C uguale 
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al tuo opposto bAc. Si dimostrerebbe nello stesso modo 
essere P angolo b AC aguale al suo opposto BAc. 

4i. Scolio. La somma bAD-k-D AB di due angoli pig. n. 
adiacenti può supporsi divisa in due parti uguali dalla 
retta AC\ In tal caso T angolo CAB sark uguale al suo 
adiacente CAb; ma gli angoli CAb^ BAc sono uguali 
come opposti al vertice , dunque 1' angolo CABè uguale a 
ciascuno de' suoi angoli adiacenti BAc, CAb, 

4a. Definizione I. Ogni angolo il quale è uguale al suo 
adiacente chiamasi angolo retto. Ogni angolo minore d' un 
retto si chiama angolo acuto. Ogni angolo maggiore di un 
retto chiamasi angolo ottuso, 

43. Definizione li, Dlcesi che due angoli sono comple- 
mentari, ow evo uno d\ essi chiamasi com/^/emenfo dell 'altro, 
allorché la loro somma equivale ad un angolo retto. Dicesi 
poi che due angoli sono supplementari ovvero uno di essi 
chiamasi supplemento dell'altro» allorché la somma loro equi- 
vale a due angoli retti. 

44- Definizione. III. Quando due rette che s'incontrano 
formano un angolo retto, ciascuna di esse é detta perpendico- 
lare rispetto all'altra. Quando poi formano un angolo acuto 
o ottuso « ciascuna di esse relativamente all' altra é delta 
obliqua. 

Adunque la retla AC sark perpendicolare sopra la retta 
ÈJ^ , se gli angoli adiacenti C A B , CA b saranno uguali, 
o ambedue retti; AD sarà obliqua sopra ^^ se i due aii* 
goli adiacenti D A B , D Ab non saranno uguali , essendo 
r uno minore , l' altro maggiore dì un angolo retto. 

TEOREMA VI. 

45. Gli angoli retti sono tutti uguali fra loro. 

La somma d! due angoli adiacenti é uguale alla somma 
di altri due angoli adiacenti qualunque ; ma essendo uguali 
le somme sono pure uguali le loro metà , le quali vengono 
rappresentate da angoli retti * ; dunque gli angoli retti sono « ^a. 
sempre uguali fra loro. 
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46. Corollario I. Per ud punto A dato sopra, una linea 
Fig. II. retta B ò ooo si può condurgs che una sola perpendicolare 

yàC & questa linea. Perocché se un'altra se ne potesse inalzare 
A D^ l'angolo BAD sarebbe retto come lo è BAC^ e la 
* Ass. 1. parte sarebbe uguale al tutto , assurdo evidente *. 

47. Corollario II* La somma di due angoli adiacenti è 
sempre ugnale a due angoli retti , cioè uno è supplemento 
dell' altro. 

48. Corollario III, Due angoli che respettivamente rap- 
presentano i complementi o i supplementi di angoli ugnali 
sono uguali. 

49. Corollario IV, Tutti gli angoli consecutivi BACf 
FJg. 13. CAD 9 DAb formati da una medesima parte della linea 

retta Bb^ presi insieme equivalgono a due angoli retti. 
Infatti la loro somma è uguale a quella di due angoli adia- 
centi B AC ^ CAb, ^ 

50. Corollario V. Tutti gli angoli consecutivi B A C ^ 
CAD t DAEf E AB formati da più rette che s'incon- 
trano nel medesimo punto A presi insieme equivalgono a 
quattro angoli retti. Perocché prolungando B A m b sì vede 
che la loro somma comprende le due somme BAC-h CAD 
^ D Ab 9 bA E '■h E A B f ciascuna delle quali è uguale 
a due angoli retti. 

TEOREMA. Ylt. 

Fig. i3. 5 ì. Se la somma di due angoli ACD, DCB assenti 
un lato comune CD equivarrà a due angoli retti , gli tUtri 
due lati AC , CB saranno in linea retta^ » 

Perocché se CB non fosse il prolungamento di AC lo 
sarebbe, per esempio , CF\ quindi DCF sarebbe il sup- 
plemento di A CD ; ma é dato che il supplemento di A CD 
*48. sia DCB, dunque avremmo DCB uguale a DCF*, as- 
»A«8. I. surdo evidente*. Dunque CB é il prolungamento di AC-, 
ovvero A C e CB sono in linea retta. 

Sa. Scolio I. Tal dimostrazione è del genere dì (;[uelle 
conosciute sotto il nome di dimostrazioni per assurdo. La 
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Geometria si vale dì questo modo di raziocinio ogniqiialvolia 
dimostra che uua proposizione è vera , per la sola ragione 
che il non ammetterla ne indurrebbe io una manifesta impos- 
sibilità. Cosi il principio di contradizione è il criterio di 
verità delle dimostrazioni per assurdo ; le quali perciò ven- 
gono chiamate dimostrazioni indirette* Al contrario si chia- 
mano dimostrazioni dirette quelle che hanno per fondamento 
il principio della identità p il quale consiste nel rendere 
evidente la derivazione d' una proposizione dagli assiomi » e 
dalle proposizioni già dimostrate. 

53. Scolio II. Altra avvertenza è da farsi , cioè che ognP 
proposizione consta d'una ipolesi ^ e d'una conclusione. L'i- 
potesi è una condizione che si pone in princìpio , la conclu- 
sione è la conseguenza che ne deriva La condizione richiesta 
nella precedente proposizione è che la somma dei due angoli 
ACD ^ DCB equivalga a due angoli retti, questa ne è 
l'ipotesi: la conclusione è che i lati AC^ CB sono in tal 
caso disposti in linea retta. 

Talvolta la conclusione e l' ipotesi d' una proposizione 
sono respettivamente l' ipotesi e la conclusione d' un altra ; 
allora questa si chiama proposizione reciproca , o inversa 
della prima. La proposizione summentovata ha la sua inversa 
in quella enunciata al ^. 47* Lo che si vedrà chiaramente 
quando si richiami la definizione degli angoli adiacenti *, * 35. 

54* Scolio IIL Due lìnee rette poste sopra un piano 
non determinano alcuna parte di questo piano ; perocché 
esse o hanno un punto comune , o non ne hanno veruno ; in 
ambedue i casi comprendono una estensione indetermina- 
ta. Quando però le due rette come AB^ AC hanno un l'ig> i4- 
ponto comune A\ un'altra retta soltanto che unisca un 
punto B della prima con un punto C della seconda, basta a 
determinare una parte ABC del piauo su cui sono situale. 
Questa parte ABC sarà un piano terminato da tre lìnee 
rette AB^ BC, ^ C congiunte ne' punti A^B^C^ì quali 
sono i vertici dei tre angoli formati da esse rette. 

55 Definizione /.Un piano terminato da tre linee rette 
dicesi triangolo. 

Le tre rette medesime si chiamano /oli del (rinn^olo. 
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Gli ao^oli poi formali dai lati dicoosi angoli del iriangoìa. 

56. Definizione II. Un triangolo appellasi equUtUero 
quando ha i tre lati ugnali; isoscele se ha due'^oli lati ugua- 
li ; scaleno quando ha i tre lati disuguali. 

57- Definizione III. Triangolo ref/ango/o dicesi quello 
che ha un angolo retto. Il lato opposto air angolo retto 
chiamasi ipotenusa 

58. Definizione IV. La perpendicolare CD abbassata 
da un vertice C del triangolo sopra fi lato opposto ti chiama 
altezza del triangolo* questo lato poi prende il nome di 
base del triangolo. 

Ogni lato del triangolo può esser preso per base; ma ai 
diversi lati considerati come basi corrispondono generalmente 
diverse altezze. 

Nel triangolo isoscele si suole considerare come base il 
lato che differisce dagli altri due. 

f^er//cif del triangolo si chiama più particolarmente quel- 
lo dell' angolo opposto alla base ; l'angolo medesimo prende 
il nome di angolo al ^vertice ; gli altri due si chiamano an^ 
goli alla base. 

TEOREMA Vili. 

59. Due triangoli sono uguali quando hanno un angolo 
Uguale compreso fra lati respett iva mente uguali. 

Fig. i5. Sia l'angolo A del triangolo ABC uguale all' angolo 
D del triangolo DEF, il lato AB^DE, ed il lato AC 
wsa D F", dico che questi due triangoli saranno uguali. 

Infatti questi due triangoli » ponendo convenientemente 
l'uno sull'altro, coincideranno perfettamente ; poiché se DE 
Sì porrà sul suo uguale A B il punto D cadrà io ^ , ed JE^ in 
^; ed essendo l'angolo D^^A la retta D F converrà con 
AC-, ed lì punto F cadrà in C poiché D F^ss AC; dunque 
il terzo lato FÉ coinciderà esattamente col terzo lato CB ^ 
e i due triangoli ne formeranno un solo; dunque questi 
* i4' triangoli sono uguali *. 

60. Scolio I. In Q^ni triapgoto si considerano sei cose, tre 
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angoli, e tre lati. Nel precedeDte teorema si suppone che ne! 
due triangoli tre di tali cose sieno respetti vamente uguali , 
cioè J^ D, AB^DE, AC^ DF^ e se ne inferisce 
V uguaglianza totale dei due triangoli , e conseguentemente 
quella delle altre tre cose , cioè Bt^E^ C^^ F, B C^^EF, 
61. Scolio II Si osservi che gli angoli uguali sono 
opposti ai lati uguali. 

TEOREMA IX. 

69. Due triangoli sono uguali quando hanno un lato 
uguale comune a due angoli respettivamente uguali. 

Sia il lato AB^=^ DE ^ l'angolo A ^^ D , e T angolo Fig. i5. 
B^=. E \ dico che i due triangoli saranno uguali. 

Avendo posto DE sul suo uguale AB \n modo che il 
punto D cada \n A ^ ed il punto E\nB^ per l'uguaglianza 
degli angoli A e D^ la retta DF converrà con A C, ed il 
punto F sì troverà su qualche punto della retta A C\ per 
l'uguaglianza poi degli angoli B ed £, la retta E F con- 
verrà con B C, ed il punto F sì troverà su qualche punto 
della retta BC', dunque il punto /^dovendosi trovare ad un 
tempo su. le due linee AC e B C cadrà su la loro unica 
intersezione C ; dunque i due triaugoli coincideranno ^ e sa- 
ranno perfettamente uguali '^. * ^' 

63. Scolio, Qui pure dall^uguaglianza di tre cose cioè 
y#essZ>, B ^B E ^ A B t=» D E Sì deduce l' uguaglianza 
totale dei due triangoli, e conseguentemente quelle delie 
altre tre cose cioè C— F, ^C*-r DF, BC^ E F. 

TEOREMA X. 

64. Due linee rette A B , CD perpendicolari ad una Flg. 16. 
terza HI non possono incontrarsi ancorché si prolunghino 

fino a qualunque distanza. 

Prolungando A B e CD avremo al di sotto di ffl la 
stessa 6gura che si ha al di sopra ; infatti i prolunganaenti 
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Ab f Cd formeranno colla reità HI angoli retti come for* 
mano angoli retti colla stessa HI le due rette date j4 B » 

*4o« CD*', cioè Ab, Cd saranno perpendicolari ad HI, 
come sono perpendicolari alla stessa H I le due date rene 
AB, CD-, laonde se le linee AB, CD prolungate suffi- 
cientemente potessero incontrarsi in un punto ^, anche le 
linee Ab, Cd prolungate s'incontrerebbero in un punto iV; 
quindi da ^ ad iV si potrebbero condurre due linee rette , 

if ^., lo che è assurdo * ; dunque le linee AB, CD non possono 
mai incontrarsi ancorché si prolunghino sino a qualunque 
distanza. 

65. Definizione. Due linee rette che non possono incon- 
trarsi benché prolungale sino a qualunque distanza , e che 
sono situale nel medesimo piano, diconsi parallele^ 

66. Corollario /. Due linee rette perpendicolari ad una 
terza saranno parallele. 

67. Corollario II. Da un punto M dato fuori d'una 
retta non si può condurre che una sola perpendicolare a 
questa retta. 

TEOREMA Xr. 

Fig. 17. 68. Se una Vnen retta CD sarà perpendicolare ad H I, 
ed un' altra linea retta A B sarà su la medesima HI obli" 
qua queste due linee AB, CD prolungate sufficientemente 
s' incontreranno. 

] .^ Sia l' angolo HA B ottuso. Primieramente si conduca 
la perpendicolare A F sià HI; la linea AB sarà conte- 
nuta fra i lati AF ed AI dell' angolo retto FAI. Quindi 
sopra A I 81 prenda CE t^t AC , e s' inalzi la perpendico> 
lare EG\ rovesciando la striscia FACD su la striscia 
DCE G con mantenere il lato comune CD, la CA dovrà 

*44, convenire colla CE poiché l'angolo DCE ^b» DCA* , il 
punto A verrà in E poiché CE ^=» A C, e la linea AF 

* 45. converrà colla E G essendo l'angolo FAC=^ G EC*-, laon- 
de la striscia FACD combacerà in tutta la sua estensione 
colla striscia DCEG. 
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Ciò posto» polche su la lioea retta indefinita À I i\ posso- 
no prender quante parti si vogliono C£, E K^ ec.» uguali 
2À AC seaza giungere giammai al suo termine , potremo 
pure formare quante strisce si vogliono uguali ad F ACD 
senza giungere a coprire con ^%w V estensione indefinita 
compresa fra i lati dell'angolo retto FAI, 

D'altra parte aggiungendo l'angolo FAB a se stesso 
un numero sufficiente di volte portandolo successivamente 
m BAJHf MANf N A P , ec^ perverremo sempre a 
formare un angolo FA Q maggior dell'angolo retto FAI. 

Da CIÒ segue che l'angolo FAB comprende co' suoi 
lati una estensione maggiore di quella della striscia FACD, 
Dunque non potendo l'angolo FAB contenersi dentro i 
limiti della striscia FA CD, la linea AB prolungata suf- 
ficientemente incontretli CD. 

%^ Sta l'angolo HAB acuto; ne risulterà l'angolo Fig. 18. 
HAb ottuso; perciò in virtù della dimostrazione precedente 
le due linee AB ^ Clf ^ incontreranno dalla parte dei loro 
prolungamenti Ah^ Cd, 

69. Corollario I, Ogni linea retta perpendicolare ad 
una delle parallele sarà perpendicolare anco all'altra. 

70. Corollario II, Per un punto A non si può condurre Kìg. 17. 
che una sola parallela AF alla retta CD, 

Infatti una sola perpendicolare A C sì può abbassare da 
A sopra CD ^ ed una sola retta AF sì può condurre che 
faciia con A C uà angolo FAC retto. 

71. Corollario III, Due linee rette AB, CD parallele Fig. 19. 
ad una terza EF sono parallele fra loro. 

Perocché G H perpendicolare ad E F sarà pure perpen- 
dicolare ad AB, ed 2L CD* \ laonde AB e CD perpeu- *69. 
dicolari alla stessa G H saranno parallele fra loro. 

72. Definizione. Quando due linee rette AB, CD Fig. 20. 
vengono incontrate da una secante HI, degli otto angoli , 

che ne risultano , quattro sono intemi cioè compresi fra le 
i^tte AB • CD , e quattro estemi cioè formati al di fuori 
delle rette medesime. Or due di tali angoli , sieno essi esterni 
interni , si chiamano alterni quando non sono situati dalla 
medesima parie della secante. 

2 
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Cos\ gli angoli AEF^ EFD si dirauao oitern^ìn/er- 
ni; BEH, CFI alterni estemi ; A E F , CFI intani- 
eUerni. Gli angoli intenU-eUenU sì appelljauo ancora angoli 
corrispondenti, 

TEOREMA XII. 

73. Due triangoli rtitangoli sono uguali quando hanno 
V ipotenusa , edun angolo respettivcunente uguali, 

Fig. ai. Sia r ipotenusa BC uguale all'ipotenusa E F^ e l'an- 
golo Bts^E; dico che i due triangoli ABC, DEF sa- 
ranno uguali. 

Avendo posto E F sopra B 6\ per l' uguaglianza degli 
angoli B ed E^ il lato ED converrà col lato BA, ed il 
punto D si troverà su qualche punto di BA; inoltre la 

' ^67. perpendicolare FD converrà colla perpendicolare C^*» ed 
il punto D si troverà su qualche punto di CA ; dunque il 
punto E dovendosi trovare ad un tempo sulle due linee 
BA, CA cadrà suir unica loro intersezione A\ dunque i 
due triangoli coincideranno , e saranno uguali, 

TEOREMA XIII. 

Fig. ao. 74* Due linee parallele AB , CD incontrate da una 
secante HI formano sempre angoli alterni-interni uguali. 

Se la secante fosse perpendicolare ad una delle parai- 

* 69. lele sarebbe perpendicolare anco all' altra * , ed in tal caso 

gli angoli ahernì-inierni sarebbero manifestamente uguali. 
Supponiamo perciò che la secante non faccia angoli retti 
colle parallele ; e dal punto G mezzo ài E F si abbassi una 
perpendicolare G M sopra ^ ^ , il suo prolungamento G N 
sarà pure perpendicolare a CD ; talmentecbè si avranno 
due triangoli rettangoli EGM, FGN uguali; infatti le 
ipotenuse EG, GF sono uguali per costruzione, e gli 
angoli EGM, FGN sono uguali come opposti al vertice; 

* 73. dunque * il terzo angolo 31 E G del primo triangolo sarà 
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ogiiale al terzo angolo N F G àA secondo triangolo; dunque 
gli angoli alterni-intemi AEF ^ E FD saranno oguali. 

75. Corollario. Quando sia V angolo JEF^EFD 
tutti gli angoli acuti JEF, EFD, BEH, CFI sa- 
ranno uguali fra loro ; ed uguali fra loro saranno pure gli 
angoli ottusi AEH, DFI, BEF, CFE. Di più uu 
angolo ottuso qualunque CFE ^ e qualunque apgolo iaculo 
AEF presi insieme formeranno una somma uguale a due 
angoli retti. Dunque essendo due linee parallele incontrale 
da una secante , 1 .<* gli angoli alterni-inieroi AEF, E FD, 
oppure BE Ff CFE saranno uguali ; ti.^gli apgoli al(efm« 
esterni HEB, CFI, oppure A EH, DFI, saranno 
uguali ; 3 ® gli angoli in terni -esterni o corrispondenti AEF, 
CFI, oppure A EH, CFE, saranno parimente uguali ; 
4.^ la somma degli angoli interni da una medesima parte , 
oppure quella degli angoli esterni da una medesima parte 
equivarrà a due angoli retti. 

TEOREMA XIV. 

76. Due linee rette AB, CD che incontrate da una 
terza HI formano angoli altemi-interni uguali sono pa- 
rallele. 

Sia l'angolo AEF^EFD. Dal punto G mezzo di 
E F Sì abbassino le perpendicolari GM , GN l'una sopra 
AB l'altra sopra CD. Sì avranno due triangoli rettangoli 
EGM, FGN uguali; perocché le ipotenuse EG, GF 
sono uguali per costruzione, egli angoli MEG, NFG 
sono uguali per ipotesi * ; dunque il terzo angolo EGM del * 73. 
primo triangolo sarei uguale al terzo angolo FGN del se- 
condo. Ma la somma degli angoli FGN , EGN è uguale 
a due angoli retti; perciò anche la somma degli angoli 
EGM, EGN sarà uguale a due angoli retti , cioè i lati 
M G, GN saranno in linea retta*. Adunque le linee AB, ^ 5i. 
CD essendo ambedue perpendicolari alla linea retta M N 
saranno parallele. 

^7. Corollario. Dall' uguaglianza di due qualunque de- 
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gli angoli acuti AEF, EFD. BEH, CFI^ oppure 
da quella di due qualunque degli angoli otlusi AEH, 
DFI, BEFf CFE, o finalmente dalla condizione che 
la somma di uno degli angoli acati con uno degli ottusi equi- 
valga a due angoli retti» si potrà sempre dedurre l'ugua- 
glianza dei due angoli alterni-intcrni ASF, EFD. Dunque 
due linee rette saranno parallele quando, essendo esse in- 
contrate da una secante , i .^ gli angoli alterni-interni risul- 
teranno uguali, 1,^ ugnali gli angoli alterni-eslemi » 3.® 
uguali gli angoli interni-esterni , 4*^ ^ ^^ somma di due 
angoli interni dà una medesima parte , o la somma di due 
angoli esterni da una medesima parte sarà aguale a due 
angoli retti, 

TEOREMA XV. 

Fig. aa. 78. Due angoli BAC, DEF aventi i lati respetti- 
vamente paralleli, e diretti nel medesimo senso saranno 
uguali. 

La retta EF prolungata sufficientemente dovrà incon- 
trare AB m qualche punto G, perchè la parallela ED 
* y^^ è r unica linea che passando pel punto E non incontri A B*\ 
pertanto risulterà l' angolo BGF^sp^ BAC, poiché GF h 
* 75. parallela ad A C*, e l'angolo BGF^DEF poiché AB 
è parallela h DH, dunque l'angolo BÀ Cesi» DE F, 

79. Corollario I. Prolungando J9£ sarà GEH—DEF, 
e quindi GEHssaBAC; così due angoli saranno uguali 
anche nel caso in cui i loro lati sieno paralleli » e diretti due 
a due in senso contrario. 

8n. Corollario II. Quando poi si osservi che 1' angolo 
DEG supplemento dell'angolo DE F h pure il supple- 
mento di BAC, concluderemo finalmente che due angoli i 
quali hanno due lati paralleli e diretti nel medesimo senso , 
e gli altri due paralleli e diretti in senso contrario sono sup- 
plementari. 

Hi. Scolio. Segue da ciò che due angoli aventi i lati 
lespetiivamente paralleli , sono fra loro uguali , o supple** 
meniari. 

\ 
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TBOREHA XVI* 



8a. La somma degli angoli à* un triangolo (fualum/ue. è 
uguale a due angoli retti. 

Prolunghisi il lato AB del triangolo ABC \ti /?, Fig.tà3. 
e conducasi la parallela BE ad AC\ gli angoli A CB , 
CBE saranno ugnali come altemi-intemi rispetto alla se» 
caute CB\ e gli angoli CAB^ EBD saranno ugnali 
come internl*esterni rispetto alla secante A D ; perlochè la 
somma dei tre angoli del triangolo sarh uguale alla somma 
dei tre angoli ABC^ CBE^ EBD cioè uguale a due 
angoli retti. 

83* Corollario /. Due rette CAf CB^ che s'incon- 
trano in un punto C » formeranno con una tersa A B due 
angoli CAB , e CBA la cui somma sarà minore di due 
angoli retti. Viceversa due rette che formeranno con una 
terza A B due angoli tali che la somma loro sia minore di 
due angoli retti prolungate a sufficienza s' incontreranno : 
inCstti BE h\à sola linea die non incontri AC*, * 70. 

84* Corollario II, In un triangolo rettangolo la somma 
dei due angoli acuti è uguale ad un retto» 

83. Corollario III. Se due angoli d' un triangolo sono 
respetti vamente uguali a due angoli d' un altro triangolo» il 
terzo dell' uno sarà uguale al terzo dell' altro. 

86» Corollario IV, L'angolo esterno CBD formato dal 
lato CB^ e dal prolungamento del lato AB ^ uguale alla 
somma dei due interni opposti B CA , CAB* 

87. Corollario V» La somma di tutti gli angoli esterni 
CBDp ACG^ BAF è sempre uguale a quattro angoli 
retti. 
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TEOREMI XVII. 

88. In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati 
ttguali sono uguali. 

Fig, 14. Sìa il lato ACtam BC\ dico che sark l'angolo yf «a B. 

Condacasi CD io modo che divìda l'aogolo al vertice C 

\tì due parti uguali ; i due triangoli A CD ^ B CD avendo 

il lato CD comune, il lato AC^s^BC^ e l'angolo A CD 

* 59. M DCB saraoiìo uguali * ; dunque sarà l' àngolo A ^=^ B, 

Hg. Corollario, Dall'uguaglianza dei medesimi triangoli 
sì ricava che ADt^DB , e che l'angolo ADC^ BD C\ 
dunque questi due angoli son retti ; dunque la linea che 
divide V àngolo al vertice à* un triangolo isoscele in due 
parti uguali risulta perpendicolare alla base » e passa pel 
suo punto di met%o, 

TEOREMA XVIII. 

90. Se in un triangolo due angoli sono ugiuili , i lati 
opposti saranno uguali , ed il triangolo sarà isoscele,- 

Abbiasi nel triangolo ABC l'angolo A ^^ B\ dico che 
sai*à il lato ACt= BC, 

CouduoBsi la perpendicolare CD sopra AB; ì triangoli 

A CD , B CD avendo il lato CD comune, l'angolo Atss»B 

per ìpoiesi , V angolo ADCtes^ BDC per costruzione , 

'^85. e conseguentemente V siaf^oìo A CD i»^ DCB*t saranno 

* 63. uguali * ; dunque A C7*» B C 

91. Corollario /. Dall'uguaglianza dei medesimi trian- 
goli si licava che A D»^DB, ed A CD ma B CD ; dun- 
que la perpendicolare abbassata dal vertice d'un triangolo 
isoscele sopra la sua base divide V angolo al vertice in due 
parti ugnali , e passa pel punto di mezzo della base me- 
desima, 

92. Corollario II, Un triangolo equilatero sarà nel tem- 
po stesso equiangolo cioè avrà tutti i suoi angoli uguali ; e 
reciprocamente un triangolo equiangolo sarà equilatero. 
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TEOREMA XIX. 



93. Di due angoli d' un triangolo il maggiore è quello 
che trovasi opposto ad un lato maggiore , e reciprocamente 
di due lati d' un triangolo il maggiore è quello che trovasi 
opposto ad un angolo maggiore. 

1.0 Sia AC>^ CB^ dico che sarà l'angolo CBA>^ Fig.aS. 
CAB. 

Sì prenda una parte CD » CB » e sì conduca BD^ , 
nel triangolo isoscele BCD sarà l'angolo CDBmaCB D; 
ma considerando il triangolo ABD si ha 1' angolo esterno 
CD B ^ D A B -^ D B A", Axìiì^vie CDB ovvero CBD ♦86. 
> D A B ^ ed a pia forte ragione CB A^- CA B. 

X» Sia CBA^CAB, dico che sarà A C> CB. In- 
fatti non potrebbe AC essere aguale a C^ né minore di 
CBi ammenoché non fosse l'angolo CBA uguale a CA B ^ 
oppure minore dì CA B^ lo che è contro l' ipotesi ; dunque 
sarà AC>^ CB. 

TEOREMA XX. 

94* In Ogni triangolo un iato qualunque è minore della 
somma degli altri due e maggiore della loro differenza. 

1,® Prolunghisi il lato i^i? del triangolo ABC d'una pig.^e. 
quantità BD^bb BC^ e conducasi CD; avremo il trian- 
golo CBD isoscele e l'angolo B CD t=ra B DC ^ e con- 
seguentemente '1' angolo ACD > ADC; dunque nel 
triangolo ACD il lato AC opposto all'angolo ADC 
sarà minore del lato ^D opposto all'angolo ACD*^ ovvero * 96. 
AC <AB-\- BC. 

a.<> Per la stessa ragione sarà AB<:AC-hBC; 
cosicché supponendo A B >- BC^ e togliendo da ambe le 
parti BC*^ ne dedurremo AC'>' AB — B C. « j^,,. 5, 

95. Scolio, Potremmo aggiungere la condizione B C <, 



^/\ RLEMENTl m GVOMETIIIÀ 

A B ^ AC alle due precedeoti ; ma dessa è superflua tO' 
stocliè colla seconda si pone J' ipotesi A £"> BC\ dunque 
tre rette AB^ BC^ AC potranno essere i tre lati d'un 
triangolo quando una di esse sia minore della sooinia delle 
altre due , e maggiore della loro differenza. 

TEOREMA XXI. 

Fig- 37. 96- Se da un punto A tituaiojìiorì £ una reità E € si 
conducono sopra questa retta la perpendicolare AP ^ e dif- 
ferenti oblique A B, AC, A D; i,^ la perpendicolare A P 
sarà più corta d^ogni obliqua AC} 2.® le due oblique A C, 
adì cui piedi C e D ^ si discostano ugualmente da una 
parte e dall'altra dal piede P della perpendicolare saran' 
no uguali; 3.° di due oblique qualunque AD ed AB , o 
A C ed AB quella , che piti si allontana dal piede della 
perpendicolare sarà la pia lunga. 

i,^ Nel triangolo APC essendo V angolo P retto , Pan* 
golo C sarà acuto; perlochè avremo C <P ^ e quindi 
*93. AP <AC''. 

1.^ Supponendo PC^amPD i due triangoli APC. 
APDì quali hanno inoltre il lato AP comune, e gli an- 
goli in P uguali come retti , saranno uguali ; dunque A C 

3.° Nel triangolo ADP l'angolo ADP h acuto ; perciò 
nel triangolo AD B l'angolo ADB sarà ottuso» e l'angolo 
ABD acuto; dunque ADB > A B D . e conseguente- 
mente AB^> AD. ovvero AB^-AC. 

97. Corollario, Da un medesimo punto non si possono 
condurre sopra una linea retta che due rette uguali, le quali 
saranno equidistanti dalla perpendicolare abbassata da quel 
punto su la retta stessa. Dna terza retta sarebbe necessaria- 
mente più o meno distante dalla perpendicolare delle due 
precedenti , e perciò sarebbe più o meno lunga di esse. 

98. Scolio. Dovendo la distanza d'un punto ad una retta 
essere distinta per una sua proprietà da tutte quelle che si 
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possono Condurre da esso punto so la medesima retta, e na- 
turale die tal distanza venga determinata dalla perpendico- 
lare abbassata dal punto dato sopra la retta stessa. 

TSOREMA XXII. 

99. Se pel punto C mevso della reità AB si conduce Fig.a8. 
una perpendicolare DE a questa retta; 1.^ ogni punto 
di essa perpendicolare sarà ugualmente distante dalle due 
estremità di AB; a.<> ogni punto situato fuori della per* 
pendicolare sarà più prossimo a quella estremità di A B che 
si trova dalla medesima parte di tal punto, 

].<* Sia D un ponto della perpendicolare; le distanze 
DÀ 9 DB saranno rispetto sA AB due oblique ugual- 
mente distanti dalla perpendicolare; dunque saranno uguali*. * 96< 

%,^ Sia F un punto situato fuori della perpendicolare 
D^ dalla parte della estremità B\ le distanze FB^ FA 
saranno due oblique disugualmente distanti dalla perpendi- 
colare FG abbassata da F sopra AB; e poiché GB <i 
GA sarà FB < FA. 

100. Corollario /. Ogni punto equidistante dalle estre- 
mità d' una retta appartiene alla perpendicolare inalzata nel 
mezzo di questa retta ; lo che si esprime dicendo che la 
perpendicolare inalzata nel mezzo d'una retta è il luogo 
geometrico di tutti i punti ugualmente distanti dalle sue 
estremità. 

101. Corollario II, Poiché due punti bastano a determi- 
nare la posizione d' una linea retta segue che essendo D ed 
E due ponti respettivamente equidistanti da altri due punti 
A e Bt la retta D E che unisce i due primi risulterà per- 
pendicolare alla retta A B che unisce gli altri due» e la divi- 
derà in due parti uguali. 
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TEOREMA. XXUI. 

Ì01, Estendo due lati d'un triangolo uguali ai due 
lati d'un altro triangolo, e ^angolo compreso dai primi 
maggiore dell' angolo compreso dagli altri due , il terzo 
Into del primo triangolo sarà maggiore del terzo lato del 

secondo, 

Fig. 29. Sappoaiamo che i dae triangoli A BC^ B CD abbiano 
il lato comuue BC^ il lato A B^=^ BD^ l'aogolo ABC 
>- D B C\ dico che sark AC'>' D C, GoDdacasi DA^ e 
la retta BE iti modo che divida l'angolo DBA io dae 
parti uguali; avremo il triangolo A B D isoscele» e la retta 
* 89. BE perpendicolare sul mezzo di AD*. Ora essendo ABC 
> DBCf l'angolo A B Ey semisomma degli angoli ABC^ 
DBC, sarà minore di ABC^ perlochè la perpendicolare 
BE sarà compresa fra B A e B C^ dunque i punti Z>» C 
si tr<yveratìoo dalla medesima parte della perpendicolare, 
*S9- pcr<^u> avremo CA > DC*. 

io3. Scolio. Reciprocamente essendo due lati AB^ BC 
del triangolo ABC^ uguali ai due lati DB^ B C ieì trian- 
golo D B Cy ed il terzo lato A C del primo triangolo mag- 
giore del terzo lato D C del secondo, 1' angolo ABC del 
primo triangolo sarà maggiore dell' angolo DBC del se* 
condo. 

Perocché essendo C A^ DC i punti D e C saranno 
dalla medesima parte della perpendicolare BE; ma l'angolo 
DBE^ABE; dunque ABC:> DBC. 

TEOREMA XXIV. 

104. Due triangoli sono uguali quando hanno i tre liUi 
respettivamente uguali, 

Fig. i5. Sia il lato ^ ìB — Z? ìE: , AC^DF, BC^EF; 
dico che avremo l'angolo Abs^D^ B ^sb E ^ Cmj^ F. 
Infatti se V angolo A fosse maggiore dell' angolo D , 



siccome ì Iati dì questi angoli sono respettivameote uguali , 
il la lo BC opposto ad A sarebbe maggiore del lato E F 
opposto a D^\ e se r angolo A fosse minore di D, il lato ^*^^* 
B C sarebbe minore di E F; ma B C '^ E F dunque 

V angolo A non può esser maggiore né minore dell' angolo 
X>, cioè A ss=D, Dimostrasi nello stesso modo che Br=^Ef 
e C=F. 

TKOREMA XXV. 

io5. Due triangoli sono uguali tpuxndó hanno due lati 
respeiti^amènie tiguali , ed un angolo uguale opposto al 
maggiore di questi lati. 

Sia il lato CA ^ FD, il lato CB^FE. l'angolo Fig. 3o. 
CABf^FDE,eCB'> CA, ovvero FJB> F/>; dico 
cbe i due triangoli saranno uguali, cioè sarà il lato AB==9. 
DE, Vau^o\oACB = DFE, Vangoìo A BC^ DE F. 

Essendo FE> FD necessariamente FÉ sarà obliqua . 
sopra DE, e conduoendo l' obliqua Fé t*=' FÉ, la FD 
dovrà esser compresa fra FÉ ed Fé, senza di che FD 
non potrebbe esser minore di FÉ. Ciò posto pongasi A C 
sopra DF*^ stante ruguaglianza degli angoli CAB, FD E 
il lato AB converrà con t)E\ inoltre CB dovrà coinci- 
dere con FÉ non potendo coincidere con Fé Ìsl quale è 
fuori dell'angolo FDE, né con altra obliqua la quale sa- 
rebbe maggiore o minore Òì FÉ; dunque il triangolo ABC 
coincide col triangolo DE F; dunque questi due triangoli 
sono uguali. 

TEOREMA XXVI. 

1 06. Due triangoli rettangoli sono uguali quando hanno 

V ipotenusa ed un lato respettiifomente uguali. 

Sia l'ipotenusa BC uguale all'ipotenusa EF, ed il rig. ai. 
lato CAmmFD\ idue triangoli ABC, D E F iaxanuo 
uguali. 
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Infalli quando si osservi essere gli angoli opposti alle 
i|joienuse BC^ EF uguali come reui, e le ipotenuse me- 
* ofy. desime maggiori dei laii CA^ FD*^ apparirà che questo 
teorema è un caso particolare del teorema precedente. 

TEOREMA XXVII. 

Fig. 3{. loj. Se la retta A D dividerà in due parti uguali l'an- 
golo B AC; iJ* le perpendicolari abbassate da un punto 
(pialunque della AD sopra i lati delV angolo medesimo 
saranno uguali; a.® delle due perpendicolari abbassate 
sopra i lati da un punto posto fuori di AD la maggiore 
sarà quella che taglierà A D. 

1.® Sia D un punto qualunque della retta AD\ si 

abbassino sopra A B ^ ed AC le perpendicolari DB ^ DC\ 

ì due triangoli rettangoli AB D ^ A CD avendo T ipotenusa 

AD comune, F angolo BAD^saCAD per ipotesi, sa* 

» 73. ranno uguali * ; dunque avremo D B ^^a D C. 

a.** Sia E un puntò non situato su la retta AD\ si 
abbassino sopra AB ed AC le perpendicolari EF^ EG 
> e supponiamo che A D sia tagliata da E G, Immaginiamo 
condotta Afper modo che risulti l'angolo E A/^s EAF^ 
e si abbassi la perpendicolare Ef sopra Af\ questa per- 
pendicolare non potrà confondersi con E H , poiché essendo 
retto l'angolo AGH^ l' angolo \^H^, ed il suo ugnale 
E Hf sarà acuto ^ ed E H sarà obliqua sopra Af; dunque 
^vremo EH> Ef^ ed a più forte ragione EG> Ef\ 
ma poiché A E divide in due parti ugnali l'angolo FAJ^ 
per la precedente dimostrazione avremo Ef^=iEF^ e quin- 
di EG^EF. 

108. Corollario, Poiché le perpendicolari che abbiamo 
condotte misurano le distanze del punto donde si partono 
« 98. dai lati dell'angolo * , concluderemo che tutti i punti ugual* 
mente distanti dai lati d' un angolo si trovano su la retta da 
cui é diviso in due parti uguali ; lo che si esprime con dire 
che tal retta é il luogo geometrico di tutti i punti equidi* 
stanti dai lati dell' angolo medesimo. 
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TEOREMA XXV III. 



log. In ogni triangolo ABC le rette che dividono gli Fìg. Sa. 
angoli in due parli uguali $' incontrano in un medesimo 
punto ugualmente distante dai lati di esso triangolo. 

Sieno ADf BE le rette che dividono respeltivamente 
in due parti uguali gli angoli CA B ^ CBA\ esse dovranno 
incontrarsi in un punto O dentro al triangolo. Si abbassino 
dal punto O le perpendicolari OF, OG^ OH %vl\ lati AB^ 
BC, AC) poiché O è un punto di AD sarà OF^OH*; * »07- 
e poiché O é pure un punto di BE sarà O F ^s^ 0G\ e 
quindi OH^s=. O G. Dunque la retta CI che dividerà in due 
parti uguali l'angolo ACB ^ su la quale sono tutti i punti 
equidistanti da CAf e CB^ necessariamente passerà pel pun- 
to O. Dunque le tre rette AD ^ BE ^ CI ^ che dividono 
respettivamente in parti uguali gli angoli CAB ^ CBA^ 
ACB del triangolo s'incontrano nel medesimo punto O 
ugualmente distante dèi lati del triangolo medesimo. 

no. Scolio* 11 punto O é l'unico punto equidistante 
dai lati del triangolo ABC\ infatti se ne esistesse un altro 
questo non potrebbe trovarsi fuori della linea AO senza 
essere disugualmente distante dai lati AB^ AC\ perla 
stessa ragione esso non potrebbe esser fuori della linea B O; 
dunque sarebbe nel tempo stesso su le due liuee AO ^ BO; 
ora queste due linee non possono avere altro punto comune 
che quello della loro unica intersezione ; dunque non v' iia 
che un solo punto equidistante dai tre lati d' un triangolo. 

TEOREBfÀ XXIX. 

111. In ogni triangolo ABC le perpendicolari inai- Fi^. 33. 
zate sopra i mezzi dei lati s' incontrano in un medesimo 
punto ugualmente distante dai vertici di esso triangolo, 

Sieno D eà, E ì mezzi dei lati AB^ BC\ s' inalzino 
le perpendicolari DG eà EH sui medesimi , e si conduca 
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DE, Essendo retti gli angoli GDB^ HEB, gli angoli 
GDE^ H ED saranno acuti ; cosicché le perpendicolari 
DG eà EH dovranno incontrarsi in un paulo O. Ciò po- 
sto , poiché tutti i punti àìDG debbono essere equidistanti 
« 99. da ^ e J3 ^, sarà O AsmnOB; parimente, poiché tulti i punti 
di jl^£r debbono essere equidistanti da B e C, sarà OC^» 
O B\ laonde avremo pure OA mm OC; epperciò la perpen- 
dicolare FI inalzata sul mezzo del lato AC^ su la quale si 
trovano tutti i punti equidistanti adi A e C passerà necessa* 
riamente pel punto O. Adunque le tre perpendicolari DG^ 
E H , FI inalzale su i mezzi dei lati del triangolo ABC 
s' incontrano nel medesimo punto O ugualmente distante dai 
vertici del triangolo medesimo. 

11 a. Scolto, 11 punto O é l'unico punto equidistante 
dai tre vertici del triangolo ABC; infatti se uu altro ne 
esistesse questo non potrebbe essere fuori della linea D G , 
poiché allora sarebbe disugualmente distante da A e B ; non 
potrebbe neppure trovarsi fuori della linea E H per la stessa 
ragione ; dunque esso si troverebbe a un tempo su le due 
linee DG^ EH*, ma queste linee non hanno altro punto 
comune che quello della loro unica intersezione O; dunque 
non v' ha che un solo punto equidistante dai tre vertici d' un 
triangolo, 

TEOREMA. XXX. 

Fig. 34. ii3. & il triangolo ABC stira rettangolo ambedue 
le perpendicolari inalzate m i mezzi dei lati AC, BC 
deW angolo retto , passeranno pel punto di mezzo dell' ipo' 
tenusa. 

Sì conduca la perpendicolare FO sul mezzo F del 
lato A C'y poiché l'angolo A é acuto tal perpendicolare 
incontrerà l' ipotenusa in un qualche punto O , e sarà AO 
ss COf e l'angolo A CO «e CAO\ ma poiché in un 
triangolo rettangolo la somma de' due angoli acuti e uguale 
» 84, ad un angolo retto* , sarà pure l'angolo B.CO^^CB O, e 
* 90. cousegueutemenie CO t^ BO*i dunque la perpendicolare 
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E H iiwkau sul inezia E del lato CB dovrh passare per 
«lo stesso paoto O meato dell' ipotenusa. 

11 4* Corollario. Di qui risulta che in ogni triangolo 
rettangolo il mezzo della ipotenusa è ugualmeme distante 
'dai tre vertici, 

1 15. Scolio, La reciproca di questa proposizione è ugual- 
mente vera cioè un triangolo ABC sarà rettangolo quando 
il punto di mezzo O d* un suo lato si troverà ugualmente 
distante dai tre vertici , e questo lato sarà V ipotenusa. 
Infatti posto AO^CO^ e BO = CO, si ha 1' angolo 
CAO'^ACO, e l'angolo CBO ^OCB, donde con- 
segne CA O + CB OmmACB'y così A CB dovrà essere 
un angolo retto. 

TEOREM4 XXXI. 

ii6. Due parallele AB^ CD inurcettefra altre due Fig. 35. 
parallele AC^ BD sono uguali. 

Conducasi la retta CB\ i uiangoli ABC^ BCD 
avranno il lato CB comune, gli angoli ABC^ DCB 
uguali come alterni-interni rispetto alle parallele AB^ C D^ 
e gli angoli ACB^ CBD uguali come alterni-interni ri- 
spetto alle parallele AC^ BD\ dunque questi triangoli 
saranno uguali ; per cui avremo AB sss CD , A C ^s» B D, 

117. Corollario I, Le perpendicolari abbassate da due 

punti qualunque della retta CD sopra la sua parallela AB Fig. 36. 
saranno parallele fra loro , e quindi uguali ; or queste per- 
pendicolari misurano le distanze di due punti qualunque 
della CD dalla AB; dunque due parallele sono ugual' 
mente distanti in tutta la loro estensione* 

1 18. Scolio, £ manifesto che A B CD è una porzione 
del piano ove sono situate le parallele terminata dalle quat^ 
uro linee rette AB^ BD^ DC^ CA, 

119. Definizione I, Uo piano terminato da linee rette 
chiamasi poligono. Queste linee o lati formano il contorno o 
perimetro del poligono. Se i lati sono uguali il poligono di- 
cesi equilatero ; se sono uguali gK angoli dicesi equiangolo^ 
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Il poligono di tre lati è quello che alziamo chiamato frian- 

golo; il poligono di quattro lati chiamasi tfuadrilaUro ; 

quello di cinque chiamasi pentagono y quello di sei esago- 

no,ec, 

120. Definizione II. Poligono regalare dicesi queUo il 

quale è equilatero ed equiangolo» 

lai. Definizione III, Due poligoni che hanno i loro lati 

respettìvamenle uguali , e disposti nel medesimo ordine di* 

consi equilateri fra loro. Essi dlconsipoi equiangoli Jra 

loro se hanno gli angoli respetti vamen te uguali , e disposti 

nel medesimo ordine. 
Fig. 35. 133. Definizione IV. Vi quadrilatero che ha i lali oppo- 

sti paralleli , dicesi parallelogrammo. Tale è il quadrilatero 

ABCD. 
Fig. 36. Il parallelogrammo che ha gli angoli retti prende il nome 

di rettangolo. 

L' altezza d'uu parallelogrammo è la perpendicolare che 

misura la distanza di due lati opposti » ciascuno de' quali si 

chiamerà base del parallelogrammo. Nel rettangolo l'altezza 

è uguale al lato contiguo alla hase. 

ia3. Definizione V. Il quadrilatero poi di cui due soli 

lati sono paralleli si chiama trapezio. 

\2 altezza d' un trapezio è la perpendicolare che misura 

la distanza de'due lati paralleli , i quali si chiamano basi del 

trapezio. 

134. Definizione VI. Si chiama diagonale la, linea retta 
che in un poligono qualunque unisce i vertici di due angoli 
non contigui al medesimo lato. 

TEOaSMA XXXII. 

135. / lati opposti d' un parallelogrammo sono uguali 
come pure gli angoli opposti. 

Sia ABCD uu parallelogrammo ; essendo AB paral- 
Fig. 35. lelaa CD, eà AC parallela a BD , AB e CD saranno 
due parallele intercette fra le due parallele AC e. BDf 
» 1 16. dunque sarà A B ^ CD ad AC mm BD*. 
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Gli angoli opposti poi , per es., CA B ^ CD B saranno 
uguali » avendo essi i lati respetlivamente paralleli e diretti 
ambedue in sensi contrari *, Per la stessa ragione sarà V an- * 79- 
golo ACD = ABD. 

ia6. Corollario. Se fosse A B^attAC^ i quattro lati del 
parallelogrammo sarebbero uguali, 

127. Definizione /. Il parallelogrammo i cui lati sono 
uguali chiamasi losanga. 

ia8. Definizione //.Il rettangolo i cui lati sono uguali 
dicesi quadralo. Il quadrato adunque è un quadrilatero il 
quale ha i lati uguali , e gli angoli retti. 

TEORXBfA XXXIII. 

199. Se in un quadrilaiero ABDC i lati opponi q gli 
angoli opposti saranno due a due uguali, la figura sarà 
un parallelogrammo, - 

i.<> Sia AB^^CD ^ ACmm BD\ conducendo la dia- pig. 35. 
gonale CB i due triangoli ABC^ BCD saranno uguali 
come aventi i tre lati respettivamenle uguali ; dunque gli 
angoli ABCf BCD opposti a lati uguali , saranno uguali ; 
ma questi angoli sono al terni-in temi rispetto alle linee AB^ 
CD ; dunque queste linee sono parallele. Provasi nello slesso 
modo che lo sono pure le due. linee A C e B D. 

3.<> Sia l'angolo BAC^BDC, eàABD^ACD. 
Aggiungendo ai primi due gli altri due» avremo BAC-h 
ABD^^BDC^ACD; ma la somma di questi quattro 
angoli 9 è uguale a quattro angoli retti » poiché essa è uguale 
alla somma di lutti gli angoli dei due triangoli ABC^ 
BCD\ dunque la somma B AC ^ ABD è uguale a due 
retti, perlochè le rette AC^ BD saranno parallele *, Nello '^ 77* 
stesso modo si prova che lo sono pure AB^ e CD, 
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TEOREMA XXUV. 

i3o. Se in un t/uadrilatero dm lati opposti AB, CD 
sanamo uguali e paralttU, gli altri dite AC, B D saran^ 
no uguali e paralleli , e la figura sarà un paraUelogrammo. 

Fig. 3S. Conducasi la diagonale BC\ ì due triangoli ABC^ 
CBD avranno l'angolo ABCmmBCD come alterni-in- 
temi» poiché AB t CD sono par ipotesi parallele, inoltre 
AB mm CD^ ed il Iato CB cornane; dunque questi trian- 
goli saranno uguali; perlochè avremo AC^^ BD^ e l'an- 
golo 4CB = CBD, cioè ^Cr parallela u B D. 

TEOltJBBIÀ XXXV. 

i3i. Ze due diagonali AD, BC Jtun parallelogram- 
mo si tagliano scambievolmente in parti uguali ; nel ret' 
tangolo queste diagonali sono uguali; nella losanga una 
di esse è perpendicolare alV fdtra. 

yi9«S$« *-^ Essendo ABDC un parallelogrammo, i triangoli 
AOB, COD saranno uguali; infatti il lato AB^CD. 
l'angolo OABmmODC, e l'angolo OCD^OBA; 
dunque QA^OD, OB^OC 

Fif. 36. 9.0 Essendo ABDC nn rettangolo , i triangoli ABD, 
BAC saranno uguali , poiché avranno un angolo retto com- 
preso fra lati respettivamente uguali; dunque CB ^^ AD. 

Fig. 3;. 3.* Essendo ABDC una losanga, i punti A^ e D 
saranno equidistanti dai punti C\ e B; dunque (a retta 
♦ ipi. AP risulterà perpe^dicplare a Cff*, 
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TCORCM^ XXXVI. 

]3x Zm sonuna di iuili gli imgoli interni d'un poligono 
è. uguale a tanti angoli retti quante unità sono nel doppio 
del numero de* suoi lati meno quattro. 

. Da uà puoto qualunque K preso dentro il poligono si pìg. 3|, 
conducano delle linee rette a tutti i suoi vertici; quesio po- 
ligono risulterai diviso in tanti triangoli quanti sono i suoi 
l^ti. Togliendo dalla somiha degli angoli di questi triangoli , 
la somma degli angoli che hanno il loro vertice nel ponto 
K^ cioè quattro angoli retti ^» il resto indicherà la somma * 5o. 
degli angoli del poligono : ma la somma degli angoli d' un 
triangolo è uguale a due angoli retti » dunque raddoppiando 
il numero dei triangoli, ovvero prendendo il doppio del nu- 
mero dei lati del poligono, e togliendo da esso quattro uniiii, 
avremo un numero che indicherà quanti angoli retti sono 
nella somma degli angoli del poligono. 

i33. Corollario I. Adunque nel quadrilatero la somma 
degli angoli è uguale a 4 angoli retti ; nel pentagono è ugna- 
le a 6 angoli retti; neir esagono è uguale a 8 angoli retti ec. 
i34* Corollario Ih Quando il poligono sarà equiangolo 
potremo avere il valore di ciascuno de' suoi angoli dividendo 
il valore della somma di essi per il loro numero. Quindi si 
troveranno i valori degli angoli del poligono equiangolo dì 
tre, quattro, cinque» sei ec., lati» respettìvamente uguali a 

d> 4» 3> 6» *c* 

i35 Scolio* Volendo applicare il precedente teorema^ al * i3a. 
poligono ABCDE F U quale ha un angolo riènfran/e C, Fig. 39. 
converrà considerare questo angolo come uguale all'eccesso 
di quattro angoli retti sopra l'angolo BCD^ eccesso che si 
troverà maggiore di due angoli retti. Ciò posto ad un angolo 
considerato fra i limiti di aerò e di 4 angoli retti competerà 
o il nome di angolo rientrante , o quello di saliente , secon- 
dochè esso sarà maggiore o minore di due angoli retti. Ond' è 
che un poligono si dirà convesso quando tutti i suoi angoli 
saranno salieuii I e si dirà concavo quando alcuno de' suoi 
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angoli sarà rientrante. Il perimetro del poligono convesso è 
tale che non può essere in alcuna maniera segato dai prolun- 
gamenti dei suoi lati , mentrechè quello del poligono conca- 
vo può esser segato in due o piò punti quando ne venga 
prolungato un qualche lato sufficientemente; cioè il perime- 
tro convesso è tale che tre punti di esso presi a piacere , ma 
non sopra uno stesso lato* non sono mai nella medesima dire- 
zione ; donde si vede che esso non differisce per tal proprietà 
* aS. dalla linea curva convessa*. Intenderemo adunque che una 
linea curva o composta di più linee rette sia conpessti ogni- 
qualvolta non potrà essere incontrata da una linea retta in 
più di due punti. 

TEOREMA XXXVII. 

Fig. 38. >3^* ^^ ^*^ poligono Commesso qualunque A B CDE la 
somma degli angoli estemi aBC, bCD, èDE ec.^ for- 
mati da ogni lato , e dal prolungamento del suo contiguo è 
uguale a quattro angoli retti, 

£ manifesto che ad ogni vertice del poligono v'ha un 
angolo esterno ed un interno adiacente, i quali presi insieme 
formano due angoli retti. La somma adunque degli angoli 
estemi ed interni sarà uguale a tanti angoli retti quante unità 
sono nel doppio del numero dei lati; togliendo da qnesta 
quantità la somma degli angoli interni , cioè tariti retti quante 
unità sono nel doppio del numero dei lati meno quattro, il 
resto è evidentemente di quattro angoli retti: la somma degli 
angoli esterni è adunque uguale a quattro angoli retti. 

137. Scolio. Si vede che il corollario V. del'teorema xvi. 
"^ 87. L. T. * è un caso particolare del teorema precedente. 

TEOREMA XXXVIII. 

Pig. 40. 1 38. La linea retta è il più breve camminò da un punto 
ad un altro* 

Se il più breve cammino da A in B non è la linea retta 
AB^ esso sarà un'altra linea, per es.» AFCGB di cui un 
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qualche punto non dovrk essere in direzione ugnale con A 
e B ; sia un tal pu^to C; potremo tirare le rette AC^ CB 
e dar luogo al triangolo ACB. Prendasi Acmm AC^ ri* 
suherà Bc <:BC*i perlochè facendo girare >^t7 intorno ad "^ 94- 
A finché convenga con A B l^ lìnea AFC verrk in Afe ^ 
e facendo girare BC intorno a M finché convenga colla 
stessa AB la linea BGC verrà in B§c'\ e le due linee 
Afc^ Bgc' necessariamente si segheranno nel ponto K, 
Posto ciò se AFCGB fosse il più breve cammino da ^ in B 
aa^e Afe + Bgc' lo sarebbe; ma AJK^Afc^ BgK 
<: Bgc\ dunque AfK -hBgK <. Afe '■hBgc'; dal 
che risulta esaere hrltnea. ^iiCB minore dell' ipotetico più 
breve cammino Afc-^Bgc'\ dunque il più breve cammi« 
DO àsk A \n B non può avere un pnnto C che non sia in 
direzione uguale coi punti A e B, o in altri termini il più 
breve cammino da ^ in JB avrà tutti i suoi punti nella me- 
desima direxione di ^ e ^; adunque la linea retta * é il ** a3. 
più breve cammino da un punto ad un altro. 

189. Scolio» La figura ii» rende ragione del caso in cui la 

liùea Afe yìené al di sotto della ABi allora rovesciando 

. la linea Afe al avrà la linea Af'c^ e quindi avrà luogo 

come nel caso contemplato il punto d' incontro K di questa 

linea colla linea Bgc\ 

i4o. Corfìilario /• Un lato d' un poligono é minore della 
somma di tutti ^li altri* 

]4i* Corollario II. La linea retta misura adunque la 
vera distanza d'un punto ad un altro. La perpendicolare 
condotta da un punto ad una linea essendo più corta di qua- 
lunque obliqua che parte dallo stesso punto è il, più breve 
cammino di esso punto alla linea. Ciò legittima le conven- 
zióni che abbiamo fatte ai §§é 38 e 98. 

TEOREMA XXXIX. 

14^. Essauto una linea conve&a drcondaia da una 
estremità aWtdtra da un'altra linea , la linea cireondante 
sarà pia lunga della circondata» 

i.« Prendiamo primieramente a dimostrare che la linea Fig^ 42. 
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8|>e»ala ADBk inagi^iore delia linea spezzata ACB ^ « 
ul uopo si prolunghi AC Hnchè incontri BD in F\ le due 
linee tpesaaie ADB^ A FB hanno una parte comune FB^ 
la parte spezzata ADF della prima è maggiore della parte 
retta AF della seconda; dunque la linea spezzata ADB 
è maggiore della linea spezzata AFB. Parimente le due 
linee spezzate AF B ^ A CB hanno nna parte comune A C} 
la parte spezzata CFB della prima è maggiore della parte 
retta CB della seconda « dunque la linea spezzata AFB 
è maggiore della linea spezzata ACB. Laonde delle. tre 
linee ADB, AFB^ ACB la prima eccede la seconda , e 
la seconda eccede la terza; a più forte ragione la prima ec«^ 
cederà la terza. 

Fig. 43. a.® Dìmoslriano in secondo luogo che la linea concessa 
AFGHD è maggiore della linea spezzata AB CD da 
essa circondata. Si prolunghi A B \u G^ e BC in H. La 
lìnea AFGHD è maggiore di AEGHD-, AB GMD è 
maggiore di ABCD\ dunque a più forte ragione AFGHD 
è maggiore di ABCD, 11 medesimo ragionamento potrà 
farsi anche nel caso in cui la linea spezzata circondata sia 
composta d'un maggior numero di linee rette, ove però es»a. 
sia convessa, affinchè i prolungamenti BG, CH ^ ec., in- 
contrino la linea circondante in punti successivamente più 
prossimi alla estremità Z>, e non cessi detta linea convessa 
di essere circondata da tutte le linee di cui i medesimi pro- 
lungamenti fanno parte. 

'>S*4Ì* 3.* Dimostriamo finalmente che una curva convessa 
A DB è maggiore della curva convessa A CB, Il più cortD 
cammino da A in B quando non si debba percorrere una 
linea circondata dalla linea ACB è la stessa ACB', peroc- 
ché se nello spazio che separa le due linee A D B^ ACB sì 
conduce una retta FG che non incontri la seconda, o solo 
la tocchi, avremo una nuova linea AFCGB circondante 
A CB più corta della prima ADB^ slantechè la retta FG 
è minore della linea JFZ>^. Tirando dipoi HI nel mede- 
simo modo, cioè in gnisa che non incontri la linea ACB o 
solamente la tocchi avremo una terza linea A H I GB cir- 
condante A CB più corta della seconda AFCGB. Prose- 
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gaendo in tal modo otlerrenio delle linee circondami ACB 
le quali diverranno saccessivamente piùcorle della circondane 
te A DB*, verona di qneste circondanti adunque, non è il più 
corto cammino richiesto» imperocché qualunque sia quella 
a cni ne piaccia fermarsi » sarà sempre possibile ottenerne 
una più corta di essa ; la circondata A CE adunque » come 
ultimo loro limite è la più corta di una qualunque di tMt\ 
dunqne AD B'>' AC B^ 

Qo^sto ragionamento non avrebbe luogo se la circondata 
non fosse convessa; infatti rispetto aUa linea amcnb^ si 
osserverebbe che la parte rientrante mcn può esser circon- 
data dalla retta m n più corta di essa. 

143. Scolio. La stessa dimostrazione può farsi per pro- 
vare che una linea convessa chiusa ABC k più corta d'ogni pig. 45. 
altra linea DEF Aa cui fosse circondata interamente; pe- 
rocché si potrebbe far vedere nello stesso modo che il più 
corto cammino per girare intomo alla linea ACB, tornando 
al pnnto da coi si parte, è la stessa linea ACB. 
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LE SUPERFICr EQUIFÀLENTL 



NOZIONI PRELIMINARI. 



]44* Una soperficie considerata relativamente alla sna 
grandezza prende il nome di area. Cos^ tra le- due voci 
area, e superficie è da notare questa differenza; che la 
prima vi unita all' idea della quantità di estensione d' una 
superficie , l' altra a quella soltanto della sua figura* Laonde 
si dirà correttamente superficie , e non area , curva o pia* 
nuf. perocché in tal caso si tooI significare qiial sta la figura 
della, superficie , esclùdendo P idea della sua grandezza , 
cioè lasciando indeterminata là quantità della sua esteo- 
siooe. 

Si vede di qui che area è vr»cabolo analogo a quello di 
lungheria usandosi il primo rispetto alle superfici nel me- 
desimo significato che ha it secondo relativamente alle linee. 

1 43. Due soperfici che hanno la medesima area si dicono 
superfici equivalenii. Pftròcdiè la denominazione di superfici 
uguali si attribuisce unicamente a quelle che essendo appli- 
cate V una suli' altra » possono coincidere ih tutta la loro 
estensione. 

i46. Ghiameiremo dimensioni del parallelogrammo la sua 
hase e la sua altezza. 11 medesimo nome attribuiremo ancora 
alla base, ed all' altezza d' un triangolo. 

^47* ^°^ rettangolo si dirà contenuto , o compreso da 
quei due lati , che insieme formano uno de' suoi angoli. 

Questi lati saranno le dimensioni del rettangolo dovendo» 
se uno di essi ne è la base, l'altro esserne V altezza. 
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i48. Ogni quid rato fi dirà fatto» o costrutto sopra una 
linea, quando questa linea ne sari il lato. Per esser più brevi, 
diremo pure quadrato di A^ per iodicar quello die avesse 
per lato A. 

LEMMA 

Fig. 45. 149. / rettangoli AB CD, abcd che hanno boti ugua 
Il , ed uguali altezze tono uguali. 

Si conducano le diagonali BD^bd\ essendo per ipotesi 

AB =^ah^ >^Z>s9a a <2 9 il triangolo ABD sark ugnale 

*5g. al triangolo abd*; ma il primo è la metà del retungolo 

ABCDf Infiltro è la metà del rettangolo abcd', dunque 

questi due rettangoli sono uguali. 

TBOREMA I. 

Fig. /)6. i5o. Ogni parallelogrdmmo ABCD è eijui^tdente al 
rettangolo AEFD^ che ha la medesima base AD^ eia 
medesima altezza DF. 

Poiché ABw^DC.AE^DF, ePangolo BAE^ 
CDF^ l triangoli ABE^ DCF saranno ugnali. Ma se dal 
quadrilatero A E CD si toglie il triangolo ABE^ resu il 
parallelogrammo ABCD, e se dalk> stesso quadrilatero 
A E CD si toglie il triangolo DCF resta il retuingolo 
A E FD ; dunque questo rettangolo è equivalerne «1 parai» 
lelogrammo ABCD. 

i5i. Conciario. Tutti i parallelogrammi della stessa 
base e della stessa altezza, sono equivakoti hz loro. 

Infatti essi sono equivalenti ai rettangoli die avranno 
'^ 149. basi uguidi ed uguali altezze '« 
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TEORBMA II. 

tSri. Ogni triangolo ABC è la metà del parallelo- ^ig* 47- 
grammo A B FC^ che ha la medesima base A B , eia me- 
desima altezza CD. 

Il triaogolo ABC k uguale al irìangolo BCF^\ dunque ^ 104. 
Q triaogolo ABC k\dL metà del parallelogrammo A B FC. 

i53. Corollario 1, Ogni triangolo è adunque equivalente 
alla metà del rettangolo che ha la medesima base , e la me- 
desima altexsa *. * i5o. 

i54« Corollario II, Tulli i triangoli che hanno basi 
uguali ed altezEe uguali 9 sono equivalenti fra loro. Infatti 
ciascuno di essi è equivalente alla metà del rettangolo avente 
la sua medesima base » e la medesima altezza» 

TSORBMA III. 

i55. Ogni trapezio A B CD è et/uivalente al paratie' Fig 48. 
logrammo che ha la medesima idtezza EF^ ed una base 
uguale alla semisomma delie sue basi parallele A D^ BC 

Pel punto G mezzo di CD conducasi / H parallela al 
lato ABf e si prolunghi BC finché incontri IH, Nei 
triangoli IGD^ CGH si ha DG^m GC^ per costruzio- 
ne» l'angolo HCG^GDI. poiché BH ed AD sono 
parallele « e l'angolo CGHmm IGD\ questi triangoli sono 
adunque uguali, ed il trapezio ABCDk equivalente al pa- 
rallelogrammo ABHI. 

Or l'altezza di questo parallelogrammo é la stessa altez- 
za i? F del trapezio » ed y^ / ne é la base ; e poiché nei 
triangoli uguali IGD^ C^J? si ha CHmmID, sarà 
nAI^AI-hBHmmAD-hBC, cioè ^ / uguale alla 
semisomma delle basi AD ^ BC del trapezio* Dunque il * 
trapezio ABCDk equivalente al parallelogrammo che ha 
la medesima altezza EF^ eà una base ugi^ale alla semts4HU- 
ma delle sue basi parallele AD^ BC, 
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i56. Corollario, Poiché nei triangoli CGH^ IGD ti 
ha pure GH ^ GI^ quando il pilnlo K sia il mezzo di 
B À^ avremo A K metà ài AB uguale, e parallela ad /G 
metà di IH; dunque sarà KG^^ AI\ dunque il trapezio 
è equivalente al parallelogrammo che ha la medesima 
altezza, ed una base uguale alla distanza dei due punti di 
mezzo dei lati non paralleli» 

TEOBEMA IV. 

1 

Pìg, 40. >^7' '^ somma di due, o più rettangoli aventi la mede- 
sima altezza è uguale ad un rettangolo, che abbia l'altezza 
stessa dei rettangoli dati, e la base uguale alla somma delle 
loro basi. 

Supponiamo che le basi dei due rettangoli dati si riuni- 
scano in un punto B sopra una stessa linea retta AC; 
avendo essi per ipotesila medesima altezza, le basi superiori 
D Et E F Sì riuniranno in un punto E^ sopra una medesi- 
ma linea retta 1> F parallela ad AC; dunque il'rettangolo 
ADFC sarà' uguale alla somma dei due rettangoli dati , ed 
avrà l'altezza E B comune altezza dei due Tettangtfli mede- 
simi , e la base A C uguale alla somma delle loro basi. 

La stessa dimostrazione avrebbe^ luogo ove i rettangoli 
dati fossero in numero maggiore di due. 

TEOREMA V. 

Fig.So. >SB. Il quadrato ABDE della linea AB somma 
delle due linee A C, CB è uguale al quadrato di A C, 
più il quadrato di CB , pia il doppio del rettangolo com- 
preso fra AC e CB. 

Prendasi AF ^^^ AC^ e conducasi FG parallela ad 
AB, e CH parallela ad A E. Le linee AB, FG, ED 
risulteranno parallele fra loro ; tarli risulteranno pure le li- 
nee AE,CH,ÈD. Di più essendo AEmmAB, eAAF 
tmAC, sarà FE^=^CB\ laonde > per le proprietà delle 
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parallele avremo AC^F I—EH^J F^ClmmBG, 
« CB^IGw^UD^EF^HI^DG\ inoUre lutti 
gli angoli della figura saraunoreui ; adunque A CIF\ sarà 
il quadratoci AC^ IGDH sarà il quadrato di C^ » ed 
FIHEì CJ? 6/ saranno due rettangoli ciascuno de' quali 
si può dire compreso fra AC e- CB\ dunque il quadrato di 
A B è uguale ^al quadralo di AC^ più il quadralo di CB, 
più il doppio del rettangolo compreso fra AC^ e CB, 

iSg. Corollario Se AC^s^ CB^ cioè se la linea AB Fig. 5i. 
è il doppio della linea A C, il quadrato di CB è uguale al 
quadrato dì AC^ e ciascuno dei due rettangoli compresi fra 
AC e CB è uguale al quadrato di ^C, donde si rileva 
essere il quadrato di ^ ^ ugua}e al quadruplo del quadrato 
di^ C; dunque i7 qtmdrato fmtto sopra una linea è il qtui'f 
drupla xk^ qttfidratoJaUo su la sua metà» 

TEOREMA Vi. 

160. Il quadrato AFIQ della Mnea AC differenza 
delle due linee AB e CB è uguale al quadrato di A B ^ 
pia il quadrato di CB^ meno il doppio del rettangolo comr 
preso fra AB e CB. 

Infatti il quadrato AFIC è uguale al quadrato AEDB Fig. 5o. 
meno il rettangolo CBDH^ e meno il rettangolo EFIU\ 
ma in luogo di togliere il rettangolo E FIH si può togliere 
il rettangolo E FGD^ purché quindi si aggiunga tutta la 
quantità di cui ìquesto supera ÈFIH^ cioè il quadrato 
I UDG\ dunque il quadrato Ai AC h uguale al quadrato ' 
di ^i^ più il quadrato di 6^9 meno il doppio del rettan- 
golo compreso fra AB^ e CB. 

TEOREMA. VII. 

161. La differenza dei quadrati AEl^B, AFIC Fig. 5o. 
delle due linee AB, AC è uguale al rettangolo compreso 

dalla somma e dalla differenza di queste linee. 

Infatti togliendo dal quadrato AEDB il quadralo 
AFIC il resto sarà la somma dei rettangoli CHDB^ 
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FPHI; ora, poiché E Fmat CB^ questi reilangolì si 
potranno considerare come aventi la medesima akeiaa CBi 
ond'è che la loro somma sarà un rettangolo avente la stessa 
alieiza CB ed una base uguale alla somma delle loro basi 
•iSy. BD, FI*i ora CBm^AB — AC. BD-hFI^ AB 
H- AC\ dunque la differenza dei quadrati AEOB^ AFIC 
delle due linee A B ^ AC ò uguale al rettangolo ooinpresQ 
dalla somma A B ^AC^ e dalla differenza AB ^^ AC 
di queste linee. 

TEORXMA YIII. 

Fig.5a. i6a. // qtiodrato BCFE fatto su la ipUenma BC 
JP un triangolo rettangolo è equivalente alia somma dei 
quadrati AB HI, A CGL fatti sopra gli altri due lati 
AB, AC. 

Si abbassi dal vertice A dell' angolo retto una perpen- 
dicolare A D K sopra EF\ e si conducano le linee AE^ 
CH, Gli angoli CBH^ AB E sono uguali , poiché ciascu- 
no di essi contiene un angolo retto più l'angolo AB Ci 
inoltre A B maa BH come lati del medesimo quadralo » e 
BC=* B E per la stessa ragione ; da ciò risulta che I trian- 
goli ABE t CBH sono uguali. Ma il triangolo ABE^ 
avendo la medesima base BE ^ e la medesima altezza B D 
* i53. del rettangolo BDKE é la metà di questo rettangolo *^ ed 
il triangolo CBH avendo la stessa base BH^ e la stessa 
altezza AB del quadrato AB HI é la metà di tal qua- 
drato; dunque il rettangolo BDKE e equivalente al qua* 
drato ABHI. Dimostrerebbesi nello stesso modo essere il 
rettangolo CDKF equivalente al quadrato A CGL. Ora 
i due rettangoli B DKE ^ CDKF presi insieme formano 
il quadrato BCFE\ dunque il quadrato BCFE fatto su la 
ipotenusa equivale alla somma dei quadrati ABHI% ed 
A CGL fatti su gli altri due lati. 
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TEDASMA JX. 

i63. In m triangolo ABC il quadrato del lato B C Fig. 59. 
opposto all' angolo ottuso A , equivtde alla somma dei 
quadrati degli altri due lati AC^ AB più il doppio del 
rettangolo compreso fra uno di essi AB, ed AD; essendo 
A D la distanza del vertice A dalla perpendicolare CD 
abbassata sopra lo stesso lato AB prolungato. 

Il quadrato dì B C uguaglia la somma dei quadrati di 
CD e BD*\ ma la linea BD ò uguale alla somma delle * i6a. 
due linee AD^ AB^eàW quadrato ài BD e perciò uguale 
M quadrato ài AD più il quadrato di AB più il doppio 
del rettangolo compreso fra AB^ ed AD*i dunque il qu^* * i58« 
drato dì BC equivale alla somma dei quadrati di CD » di 
AD, e dì ABf più il doppio del rettangolo compreso fra 
AB, ed AD; e poiché i quadrati di CD e di AD presi 
insieme equivalgono al quadrato di A^, ne segue che il 
quadrato di B C equivale alla somma dei quadrati di AC, 
e di ^^,^più fi doppio del rettangolo compreso fra A B ^ 
ed AD. 

TEOREMA X. 

j64* In un triangolo ABC il quadrato del lato BC F>g* 54. 
opposto ad un angolo acuto A , equivale alla somma dei 
quadrati degli altri due lati AC, AB meno il doppio 
del rettangolo compreso fra uno di essi AB , ed AD; 
essendo A D la distanza del vertice A dalia perpendioo" 
lare CD abbassata sopra lo stesso lato AB prolungalo 
we occorra. 

Il quadrato dì BC uguaglia la somma dei quadrali di 
DB ^ e dì CD; ma poiché D B k iti differenza di ^^, 
ed AD,edtì quadrato di Z> ^ e perciò uguale al quadralo 
di A B y più il quadralo di ^ Z> , meno il doppio del rei« 
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'^lóo. uogolo compreso fra AB^ ed AD*\ dunque U quadrato 
àìBC equivale alla somma dei quadrati di ^B^ di ^Z>, 
e di CD ^ meno il doppio dd rettangolo compreso fra A B, 
ed u^ Z> ; e poiché i quadrati di AD^ e di CD priesi in- 
sieme equivalgono al quadrato di AC^ ne segue che il qua- 
drato Av BC equivale alla somma dei quadrati di AB^ e 
i\ AC ^ meno il doppio dèi rettangolo compreso fra AB ^ 
ed AD. 

Fig. 55. Se la perpendicolare cadesse sul prolungamento ài AB 
avrebbe luogo la medesima dimostrazione » come la figura 
comprova. 

i6S. Corollario^ Non v'ha die il triangolo rettangolo 
nel quale abbiasi la somma dei quadrali di due lati uguale 
al quadrato del terzo ; perocché ove V angolo compreso da 
questi lati sia ottuso la somma de' loro quadrati sarà mi- 
. uore del quadrato del lato oppoito « ed ove sia acuto essa 
sarà maggiore. 

TEOREMA XI. 

Fig. 56. i66. In un triangolo qualunque A BC, la somma dei 
quadrati dei due lati AC, CB equivale al doppio del 
quadrato della metà AK del terzo , piii il doppio del qua- 
drato della linea CK condotta dal meMo di questo terzo 
lato al vertice dell' angolo opposto» 

Si abbassi la perpendicolare CD; nel triangolo AKC 
il quadrato di A C equivale alla somma dei quadrati di CK 
e di AK^ più il doppio del rettangolo compreso fra KD^ 
eA AK'y e uA triangolo BKC W quadrato di CB equi* 
vale alla somma dei quadrati di CK^ e ài BK ossia 
A K » meno il doppio del rettangolo compreso tra iST Z> , e 
BK ossia AK\ dunque la somma dei quadrati di AC^ e 
di CB equivale al doppio del quadrato di CK^ più {ì dop» 
pio del quadrato di A K. 
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TEOREMA XTI. 

167. In Ogni parallelogrammo AB CD la somma dei ^is* ^7* 
tjundrati dei quattro lati eqmvide alla somma dei quadrati 
delle diagonali. 

Sì conducano le diagonali AC^ BD. Esse sì taglìeran- 
Do in partì uguali nel punto K\ perciò nel triangolo ABC 
la somma dei quadrati di A B ^ e BC equivarrà al doppio 
del quadrato di ^^ più il doppio del quadrato dì AK^ e 
nel triangolo ACD \z somma dei quadrati di CD ^ e DA 
equivarrà al doppio del quadrato di KD^ ossia BK^ più il 
doppio del quadrato ài AK\ dunque la somma dei qua- 
drati di AB^ BCj CDf DA equivale al quadruplo del 
quadrato di ^ ^ più il quadruplo del quadralo di A Ki 
ma il quadruplo del quadrato dì B K è uguale al quadrato 
di B D*t ed il quadruplo del quadrato di j^ A è uguale al * iSg. 
quadrato di A C; dunque la somma dei quadrati dei quat- 
tro lati equivale idU somma dei quadrati delle diagonali. 
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LE PROPORZIONI DELLE FIGURE. 



JVOZIOJXI PRELIMINARI. 



168. dieuo A e B due quantità della medesima kpecìe, 
cioè due linee , o due superaci , ecc., e Cuna terifta quantità 
anch' essa della loro specie contenuta un esatto numero dì 
volle nella prima , e nella seconda; per esempio 5 volte in 
A ^ ^ volte in B : dividendo ^ in S parti u^ali , B con- 
terrà 6 di quest« parti ; laonde A sarà uguale a } di ^ , 
ossia B uguale ai | di A, 

I numeri 5 e 6 in quantochè rappresentano le quantiià 
A e B giovano dunque a far conoscere la loro grandezza 
relativa. 

169. 11 rapporto , o la ragione , di due quantità A e B 
s' intende che sia il quoziente dei numeri dai quali queste 
quantità vengono rappresentate; questo quoziente indica 
qual parte l'una è dell'altra, 

II numero | è il rapporto di ^ a J?; il numero f e quello 
di B 9A A\ lo che si suole indicare in questo modo 

A i B e 

170. I numeri 5, e 6 sono essi pure i respettivi rapporti 
delle quantità A , e B^ paragonate a C; poiché essendo A , 
e J?, rappresentate dai numeri 5, e 6, la quantità C è 
d' uopo che venga rappresentata dall' unità ; per cui si ha 

A S ^ B 6 ^ 
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1^1. Misurare una quantità vuol dire trovare il suo rap« 
porto con altra quantità nota della medesima specie» cui si 
dà il noivie di unità di misura, 

172. Cos\ misurare una linea N significherà determinare 
il suo rapporto con altra linea di conospiuta grandezza , la 
quale sarà l'unità di misura delle linee cioè V unità lineare^ 
Questo rapporto rappresenterà la lungkez:^a della linea N, 

173. Misurare una superficie M significherà paiìmenle 
determinare il suo rapporto con altea superficie di nota gran- 
dezza che sarà V unità di super fide. Tal rapporto rappre- 
senterà l' area della superficie M, 

l'j^. Chiameremo misura comune di due quantità » una 
terza quantità della medesima specie contenuta un esatto 
numero di volte nell'una , e nell'altra. Tal è C relativa- 
# i^Sf meqte alle quantità A e B*^ 

175. Due quantità si diranno commensurabili , o incom^ 
mensurabili fra loro, secondochè ammetteranno , o non 
ammetteranno una comune misura. Nelle medesime circo* 
stanze il loro rapporto si dirà esso pure commensurabile^ o 
incommensurabile. 

176. Pi due quantità A e B tra loro incommensarahili 
non ci è dato avere in numeri il loro esalto rapporto ; ia 
questo cy^so ci coatenteremo di detai'minare i liqiiti fra i 
fli^i quiBsto rapporto *d6ve essere contenuto, 

A tale oggetto supponiamo B divisa, per esempio» ia 
1 00 parti uguali , ed A contenuta fra 4^ » ^ 4^ ^^ queste 
parti; prendendo per uuità la cepiesiroa parte di ^, ^ sarà 
rappresentata da ìoq» ed -«^ da un numero ch^ non sarà 
minore di 45 né maggiore di 46 ; laonde il rapporto di ^^ a 
B non sarà minore di -^ uh maggiore di -^ ; e perciò tali 

frazioni saranno i liotiti del rapporto •=. 

In generale rappresenti n il numero delle parti in cu! fi si 
suppone diyis^ , ed A sja contenuta fra m ed m-fr 1 di queste 

parti ; ì limiti del rapporto -^ saranno.^, — ' — ', i quali 

« 
di^eriscouQ d^lla c^uantità :* che può diventar piccola quatitq 
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vuoisi , potendosi il numero n delle parti di B farsi grande 
quanto uè piace , e supporsl maggiore dì qualunque quantità 
data. 

177. Due rapporti cornmensurabili -n, 7 saranno ugud* 
ti quando verranno rappresentati da numeri uguali. 

178. Due rapporti incommensurabili "n* r si avran^ 

Ho per uguali quando saranno contenuti fra due medesimi 
limiti, che possano per loro natura differire d'una quantità 
piccola quanto vuoisi. 

Infatti in questo caso è chiaro che la differenza dei due 
rapporti contenuti fra i medesimi limiti 9 ove potesse esiste- 
re, dovrebbe riuscire minore di qualunque quantità data j 
ma se non v'ha quantità di cui questa differenza ipotetica 
non possa riuscire minore è manifesto che ad essa non si 
può attiibuìre alcun valore; adunque tal differenza sarà 
nulla. 

179. Due quantità A e È hanno il medesimo rapporto 

dette loro metà , dei loro terzi , come pure dei loro doppi , 

dei toro tripli , ed in generale dei loro multipli , e dei loro 

summultipli. 

A , A S 

Infatti 1.^ sia il rapporto -^ cotnmensurabile , "^ === jj 5 

dividendo B in sei parti uguali ^ A conterrà 5 di queste 

parti; ed il doppio di B ne conterrà lit, il doppio di A 

- . , t ^A IO 5 10 j 

ne conterrà 10 j cioè sarà —---=« — ; ma -«« — ; dunque 

^B 12 6 12 ^ 

A ^A 

^^^ — g. 11 qual ragionamento può estendersi a qualunque 

moltiplicatore « ed a qualunque divisore dì A e B, 

2.^ Sia il rapporto -^ incommensurabile^ e compreso fra 

ITI m "f I I 
i limiti — , *— — • dividendo ^ in w parti uguali» A sarà 

compresa fra m ed m 4- 1 di queste parti ; ed in conseguen- 
Z9L ^ B conterrà un numero di esse parti doppio di n, 2 A 
sarà compresa fra due numeri che saranno i doppi di m ed 
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m-+- 1 ; dunque il rapporto — g si troverà fra due limiti re- 
spettivamente ngaali ai limiti fra i quali è compreso -= ; 

* i;^' dunque* d'=''~~d* ^ ^^ stesso si dirà per qualunque altro 

moltiplicatore o divisore. 

180. ife due quantità A y e B saranno uguali , i loro 
rapporti con una comune unità Cy risulteranno pure ugucdi, 

181. Viceversa , se i rapporti di due quantità A , e B , 
ad una comune unità C risulteranno uguali , queste quan- 
tità saranno pure uguali. 

Le quantità A e B che vengono paragonate alla mede- 
desima unità C saranno necessariamente della stessa specie. 
Ciò posto , 1." sieno i rapporti commensurabili ; per esempio 

A n B n , . 

^=g, C^^é* dividendo C in 8 parti uguali, poiché 

A 7 

'7;«ag» la quantità A dovrà comprendere 7 di queste par- 

B n 
ti; ma, poiché anche ^■•g. la quantità B comprenderà 

pure 7 delle parti medesime ; dunque Assa B. 

a.^ Sieuo i rapporti incommensurabili ; dovendo essere 

uguali saranno compresi nei medesimi limiti -r- , ^ , 

n n 

dove n potrà farsi grande quanto vogliamo; dividendo C 

in n parti uguali le quantità A e B si troveranno ambedu^ 

comprese fra m ed m 4- 1 di queste parti; la loro differenza 

adunque, seppure esistesse, dovrebbe esser minore di una 

di esse parti , ma é in nòstro potere che tal parte riesca 

piccola quanto vuoisi; dunque non potendosi a tal differenza 

ipotetica attribuire alcun valore essa sarà nulla , cioè sarà 

182. Due rapporti uguali costituiscono unsL proporzione. 
La quale verrà indicata per V uguaglianza 

A a 
B^I' 
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dei rapporti medesimi « oppure in quest' altro modo 

AlBy.alh 

dove si legge che ^ sta a ^, come a sta a b, 

Go8\ la proporzione si comporrà di quattro termini » dei 
quali il primoy ed il terzo si chiamano antecedenti, il secon- 
do » ed \\ quziXo. conseguenti. . 

]83. Il primo antecedente» ed il secondo conseguente 
formano i termini estremi della proporzione ; il primo con* 
seguente » ed il secondo antecedente ne formano i termini 
medi. 

i84* Quando i termini medi sono uguali tra loro» cioè 
sono una slessa quantità replicata la proporzione si chiama 
continua, le tre quantità diconsi continuamente proporzio- 
nali , e la quantità replicata dicesi media proporzionale. 

Cos\ le tre quantità A, B , C saranno continuamente 
proporzionali , cioè formeranno una proporzione continua » 
ave si abbia Al B \l B \C\ ed in tal caso B sarà il ter- 
mine medio proporzionale. 

i85. Due proporzioni aventi un rapporto comune som» 
miniUrano sempre ima terza proporzione, che si ottiene 
uguagliando i due rapporti non conumi» 

Sia AlB :: alò, 

c\D :: a:*. 

avremo A\B ;; Ci D; 

AC 

infatti essendo i rapporti -^ , jr ambedue uguali al terzo 

rapporto -? • debbono essere uguali tra loro *. * Aes. IS. 

TEOREMA I. 

186. Due rettangoli AB CD, AEFD della mede- pig. 58. 
sima base A D^ stanno fra loro come le respctti^ altezze 
AB, AE. 

Supponiamo primieramente che le altezze sieno commen- 
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surabili , e che la loro comune misura sia contenata , p^ 
esempio 7 volte ia ^£, e 3 volte in A B-y dividendo A E 
in 7 parti uguali , A B conterrà 3 di queste parti ; talmen- 

teche sarà -rEJ = ^* 
AE 7 

Or pei punti di divisione di ^ £ si conducano delle pa- 

rallele alla base AD; ne risulteranno dei rettangoli parziali 

tutti uguali Ira loro avendo essi basi uguali , ed altezze ugua- 

li ; fraltatito uno di questi rettangoli diverrà comune misura 

dei due rettangoli A B CD « AEFD\ e poiché tal misura 

sarà contenuta 3 volte in A BCD » e 7 volte in AE F D^ 

ABCD 3 

otterremo -j^^;^=-. 

Donde segue che 

ABCD AB 
AEFD^ 7S* 

Fig. 59. Supponiamo in secondo luogo che le altezze sieno incoffl' 
mensurabili. Dividasi AE \n \xa numero n qualunque di 
parti uguali ; il punto B cadrà fra due punti di divisione sep 
consecutivi ; talmentechè supposto che m A$ sieno conte- 
nute m parti» ed m+i ne sieno contenute in Ap^ >^ 

. AB ^ , ^. . . m m-f-n 

rapporto -j— sarà compreso fra 1 limiti — , " ; 

Or se pei punti di divisione di ^ J^ si condurranno delle 
parallele alla base AD^BC cadrà fra due parallele con- 
secutive stf pq^ ed il rettangolo AEFD risulterà diviso 
in n rettangoli parziali ; dei quali m ne saranno contenuti 
nel rettangolo AstD ^ ed m-h i nel rettangolo ApqD\ 

, ., ABCD . ^ . y 

così il rapporto jp w^n s**"^ compreso esso pure fra i li- 

. . m m-f- 1 

miti — , . 

n n 

Dunque avremo 

ABCD AB 
AEFD'^AE* 

cioè sussisterà la proporzione 



tlBRO 111. * 57 

abcd:aefd::ab:ae, 

qualunque sia il rapporto delle due basi* 

187. Corollario 1, Due rettangoli della medesima altez- 
za stanno fra loro come le respettive basi. 

Infatti se A D si prende per comune altezta dei rettan- 
goli le loro basi saranno AB ^ A E, 

188. Corollario II. I parallelogrammi della medesima 
base stanno fra loro come le altezze ; ed i parallelogrammi 
della medesima altezza stanno fra loro come le basi. 

Infatti tali parallelogrammi sono respettivamente equi- 
valenti a rettangoli cbe avranno dimensioni respettivamente 
uguali alle loro * ; epperciò la medesima base , o la medesi* * 149. 
ma altezza secondochè i parallelogrammi avranno essi pure 
la medesima base , o la medesima altezza. 

189. Corollario III, I triangoli della medesima base 
stanno fra loro come le loro altezze » ed i triangoli della 
medesima altezza slanno fra loro come le basi. 

Infatti * questi triangoli sono le metà di parallelogrammi * 1 79. 
cbe avranno dimensioni respettivamente uguali alle loro * ; i * i5'i. 
quali parallelogrammi avranno la medesima base , o la me- 
desima altezza secondochè i triangoli avranno essi pure la 
medesima base , o la medesima altezza. 

TEOREMil II. 

190. $6 V unità di superficie sarà il quadrato della 
unità lineare , /' area del rettangolo a^rà per misura il 
prodotto delle sue dimensioni. 

Sia AB CD un rettangolo » ed MNPQ il quadrato Fig. 60. 
che ha per lato l'uuitli lineare; EFGH sìsl un'altro rettan- 
golo, ove immagineremo che abbiasi il lato E F^^AB^ ed 
il lato EH^MQ. 

In virtù del teorema precedente i due rettangoli ABCD^ 
E FGH^ che hanno la medesima altezza, stanno fra loro 
come le respettive basi AD^ EH; ed i due rettangoli 
EFGH , M N PQ che hanno la medesima base , stanno 



5B BLIMBirri DI OBOMCTMA 

come le resp^ttive aheise EF ostia A B ^ eò NM. Laon- 

- ABCD AD EFGH AB 

de avremo — » , ■■ 

Ciò posto sìeno JT , F i numeri che rappresen tanfo le 

* 1 73. aree dei rettangoli ABCD, EFGH*, cioè i loro respet- 

tivi rapporti colla unità super6ciale MNPQ; al rapporto 

EFGH . . r* . 

* '69- ju mpQ potremo sostituire — ossia Y , ed al rapporto 

ABCD ., ' X , ^^ ^ . 

EFGÌI 9**^**^"'® vj pcrlochè quando si osservi essere 

EHism NM ■» 1 , avremo -w«-* , K™— ; e poi- 

II 1 • 

che due numeri uguali moltiplicati rcspettivamente per 

numeri uguali somministrano prodotti uguali » il prodotto 

AD A B X 

—^ X «ara uguale al prodotto -r^ X J^t il quale è X-, 

dunque 

-. AD^AB 

I ^ 1 ' 

donde si rileva essere l'area del rettangolo ABCD , ossia 
il rapporto di questo rettangolo al quadrato dell' unità li- 
neare , uguale al prodotto dei due rapporti delle sue dimen- 
sioni AD , AB alla medesima unità lineare. Ma siccome 
questa unità è arbitraria , perciò per esser brevi si pone 

ABCD^ADXAB, 

e si dice che l'area del rettangolo ha per misura il prodotto 
della base per l* altezza. Avvertendo però che enunciando in 
tal modo il teorema deve sottintendersi, che, qualunque sia 
la linea presa per unità lineare , purché si prenda per unità 
di superficie il quadrato fatto sopra la linea medesima » V a- 
rea del rettangolo vien espressa dal prodotto dei numeri che 
, rappresentano le sue due dimensioni. 

191 . Corollario /. Viceversa qualunque prodotto A%B 
di due linee A, B dovrà considerarsi come esprimente 
l' area d'un rettangolo compreso dalle linee medesime. lo' 
fatti potremo sempre concepire tal rettangolo che ali>bia una 
di queste linee per base , l' altra per altezza. 
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Cos\ \ prodotli Ay,B ^ >^ X ^ esprìmeranno due ret • 
rangolì dt cai A rappresenta la medesima altexza , oppure 
]a medesima base. In guisa che sarà 

AxB:Axh::B:b. 

19%. Corollnrio II. L'area d'un quadrato ABCD, Fig. 61. 
il quale è un rettangolo le cui dimensioni sono uguali **, avrà * ta8. 
per misura la seconda potenza del suo lato. 

Questa seconda potenza espressa dal prodotto AB X AB 

s'indica generalmente cosi AB . 

193. Corollario III, L'area d'un parallelogrammo 
avrà anch' essa per misura il prodotto delle sue dimensioni. 
Infatti qualunque parallelogrammo è equivalente al rettan- 
golo che ha la medesima base e la medesima altezza *. * i5o. 

194- Corollario IF". L' area d' un trìangolo avrà per 
misura la metà del prodotto delle sue dimensioni. Infatti 
ogni triangolo è la metà del rettangolo che ha la medesima 
base e la medesima altezza *, * i53. 

E poiché la metà d' un rettangolo si ha prendendo la 
metà della sua base conservando la stessa altezza , o la 
metà della sua altezza conservando la stessa base , perciò 
l' area d' un triangolo sarà pure espressa dal prodotto della 
metà della base per 1' altezza , o della metà dell'altezza per 
la base. 

195. Corollario V. L'area del trapezio avrà per misura^ * i55. 
il prodotto dell' altezza per la semi-somma delle due basi^, * ig>^> 
ossia il prodotto dell' altezza per la distanza dei due punti* '*' ^^ 
di me^zo dei lati non paralleli. 
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TBOREM4 III. 

196. Una proporzione AlBuClD fra le quattro 
linee A^ B ^ C^ D non verrà alterata quando alle due 
prime , o alle due ultime, si sostituiranno due rettangoli , 
o due parallelogrammi , o due triangoli , di cui esse sieno 
le basif ed una linea qualunque F sia la loro comunt 
altezza. 

Infatti 

»i9i. àxf:sxf::a:b*', 



ma per ipotesi 



a:b::c:d, 



i85. dunque 



AXFlBXFl\C:D. 



dove i due termini del primo rapporto rappresentano i ret-' 
tangoli , o parallelogrammi suddivisati • e prendendone le 
* 179* metli 9 lo che può farsi senza alterare la proporzione^, ver- 
ranno essi a rappresentare ancora i suddivisati triangoli 

197. Scolio I. Per esser brevi questa proposizione si 
suole enunciare dicendo, che senza alterare una proporzione 
i due termini d'uno stesso rapporto possono essere moltipli- 
cati per una medesima linea. 

198. Scolio II, Viceversa potremo ricavare dalla pro- 
porzione AxF:BxF :\c:d raitra a:b:\c\ D 

con sopprimere il fattore F comune ai due termini del pri- 
mo rapporto. Poiché al rapporto dei due rettangoli A X F^ 
BX Ff considerati come aventi la medesima altezza jP» si 
può sostituire il rapporto delle due basi A e B, 



uimo III. 



TEOREMA IV. 



igg» Se quattro linee A, B , C, D formeranno la 
proporzione A l B H Ci D , il rettangolo AX D com^ 
preso dalle estreme , sarà equivalente al rettangolo BX C 
compreso dalle medie. 

Si conducano le due linee perpendicolari BC^ DE Fig.6a. 
su le quali prenderemo le parti AC^ta A ^ A B w^ B ^ 
AEf^Ct ADmsD; quindi compiremo i rettangoli 
ADGC, AB FÉ, e prolungheremo i lati GD, FB 
finché s' incontrino in H* 

1 due rettangoli ADGC^ABHD, avendo la medesi- 
ma altezza ADf stanno fra loro come ]e basi AC^ AB\ 
parimente i due rettangoli ABFEt ABHD^ avendo la 
medesima altezza A B , stanno fra loro come le basi A E » 
A D \ laonde sarà 

ADGC AC ABFE AE 
ABBD^AB' ABUD^ AD' 

ma per ipotesi 

AC AE 
AB^ AD* 

dunque 

ADGC ABFE 
ABHD'^ABHD' 

dunque il rettangolo ADGC h equivalente al rettangolo 
ABFE*. »i8i, 

300. Scolio /. Reciprocamente se due rettangoli ADGC^ 
ABFE sono equivalenti , la base del primo sta alla base 
del secondo , cocpe l' altezza del secondo sta all' altezza del 
primo ; lo che si esprime dicendo che le basi sono inversa^ 
menu proporzionali alle altezze. 

Infatti qualunque sieno i due retungoli ADGC^ ABFE 
essi potranno .disporsi in mòdo che gli angoli in A sieno 
Apposti a^ veirti^e; essendo questi rettangoli equivalenti ira 
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*i8o. , ^ ADGC ÀBFE* ., . 

loro «ara . ^ u n ^^ A RHn ' ™* pmuo rapporto e 

quello di AC ha A B ^ ed il secondo quello di A E t^à 
AD, dunque T^— ^. cioè ACl AB: l AIE : AD. 

3oi« Scolio II, I due rettangoli equivalenti verranno 

* i9<>* talora espressi pei due prodotti uguali Ay^D ^s^ By(,C*\ 

quindi i fattori del primo prodotto saranno inversamentt 
proporzionali a quelli del secondo ; dimodoché si àvrk 

a:b::c:d. 

TEOREMA V. 

303, «Se quattro lìnee A ^ B, C, D ^ saranno propor- 
zionali , in gfiisa che abbiasi A ' B H C\ D , lo saranno 
pure alternando A [ C H B l D , ed invertendo B l A l\ 

D: a 

!.• Essendo A'.B :; ClD si ha AXD^ BXC) 
ma il rettangolo B^C non muta rappresentandolo con CXBt 
*3oi. dunque AXD^CXB, e quindi * Al CH B\ D. 

2.« Essendo B X C^ AXD, sark B\A\lD\C. 

3o3. Corollario I, In generale potranno farsi nell'ordi- 
ne dei termini d'una proporzione tutte le permutazioni che 
si vorranno, purché il rettangolo o prodotto dei medi si 
mantenga uguale al rettangolo o prodotto degli estremi. 

Gol vocabolo alternando si sogliono indicare le permu- 
tazioni dei termini medi , o degli estremi ; col vocabolo in- 
vertendo le sostituzioni dei medi agli estremi » e viceversa. 

ao4. Corollario II, Senza alterare la proporzione 
A\B\\C\Ds\ possono moltiplicare o dividere per un 
medesimo numero i due antecedenti , o i due conseguenti, 
«aoi. Infatti alternando^ avremo AlCuBlD; quindi 

moltiplicando o dividendo per un numero qualunque i due 
termini del primo rapporto o quelli del secondo , lo che può 

* 179. farsi senza alterare la proporzione^, e nuovamente alternan- 

do , apparire chiara la proposizione enunciata. 

2o5. Corollario III, Se in una proporzione i coasegueati 



i 
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saranno uguali , saranno pure uguali gli antecedenlì ; e.;VÌ€e- 
versa ove sieno uguali gli antecedenti , «aranno eziandìo 
uguali i conseguenti. 

Sia JlBllClB alternando sarà Al C:\BlB, e 
conseguentemente A^m^C. 

^\9iA\B\\A : C% ahernandosarà C\B\\A\A,t^ 
perciò CìksmB. 

206. Corollario IV* Se due proporzioni avranno tre 
termini comuni , cioè avranno i due antecedenti , e il priqio , 
o il secondo conseguente» oppure i due conseguenti , ed il 
primo o il secondo antecedente , respettivamente uguali « i 
due termini rimanenti saranno anch' essi uguali fra loro. 

Per esempio , sia A\B\\C\D^ ed A\B\\C\d\ 

primieramente avremo * ^ C \ D \\ C \ d\ ^ quindi ^ Dmud» * i85. 

* ao5. 

TEOREMA VI. 

207. Se due proporzioni avranno i medesimi antecedervi 
ti , i conseguenti saranno respettivamente proporzionali tra 
loro. 



Infatti si abbiano le proporzioni 







a:b::c:d. 




/ 


A:b::c:d; 


alternando 


avremo 


A',C\\B'.D^ 
A'.CW h\ d; 


dunque 




B:D::b:d, 


ed anche 




b: b'.iDid. 



ao8. Corollario. E poiché invertendo , gli antecedenti 
divengono conseguenti , e viceversa » perciò se due propor- 
zioni avranno i medesimi conseguenti « saranno proporzionali 
tra loro gli antecedenU* 
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TEOREMA VII. 

aog. Se quattro linee A, B ^ C, D formeranno la 
proponione A l BH Ci D , ed altre quattro a , b ,c , d 
formeranno pure la proporzione alhUcld, moltipli- 
cando i termini della prima pei termini corrispondenii 
deir altra , i quattro rettangoli risultanti costituiranno essi 
pure una proporzione. 

Infatti dalla proporzione 

AlBllClD 
»igi liba* AXalBX^llCXclDXci 

dall' altra proporzione 

a* ò ' * e' d 
91 ha pure 

BXalBXl^llDXclDXd, 

ovvero invertendo 

BXhlBXallDXdlDXci 
» ao8. la quale paragonata alla precedente darà * 

AXalBXhy.CXclDXd, 

210. Corollario /. Se la seconda proporsione fosse ideo* 
tica alla prima , avremmo 

axa:bxb\:cxc:dxd, 
cioè yf* : ^ : : e* : z>*; 

donde segue che allorquando quattro linee formano una 

proporzione, i loro quadrati formano pure una proporzione, 

111. 'Corollario IL Se la seconda proporzione fosse 

F.illFlx 

avremmo 



I 

J 
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dove coavieDe sottintendere che ì conseguenti B , D sicno 
moltiplicati per l' unità , onde non apparisca l' assurdo che 
un rettangolo venga paragonato ad nna linea. 
Pòsta la medesima avvertenza avremo pure 

AlBXF:: ClDXF-, 

péir la qual cosa stabiliremo che senza alterare la proporzione 
Al B l\Cl D^ si possono i due antecedenti , o i due con- 
seguenti moltiplicare per nna medesima linea F. 

Viceversa ogni fattore comune agli antecedenti , o ai con- 
seguenti d' una proporzione si potrà sopprimere, senza alte- 
rare la proporzione medesima. 

TEOREMA Vili. 

212. Se nel triangolo A B C la retta D E sarà parai- pjg. 63. 
lela al lato B C, gli altri due lati A B , A C risulteranno 
divisi nei punti D, ed E in parti proporzionali; recipro- 
camente la retta D E, che disfiderà in parti proporzionali 
i lati A B , A C gara parallela al terzo lato B C. 

1.^ Si conducano le rette BE^ CD; ì due triangoli 
DE Bf DEC avendola medesima base DE eia mede- 
sima altezza , poiché i loro vertici B e C sono situati sopra 
una parallela alla base , saranno equivalenti. Perlochè si 
avrà 

ADE: DEB :: ade: dec-, 

ma* il rapporto ADE : DEB è uguale al rapporto » 189. 
AD: DB, ed il rapporto ADE: DEC è uguale al 
rapporto A E : EC , dunque 

AD: DB:: ae:ec; 

dunque i lati A B ^ AC sono divisi nei punti D eà E m 
parti proporzionali. 
3.® Essendo 

AD\ db::ae:ec, 

sarà pure ADE: DEB ;: ADE: DEC, 



^6 ELEMENTI DI GEOMETRIA 

nella qual proporzione, poiché gli antecedenti tono ugaoli , 
i conseguenti ancora dovranno escere ugnali, cioè dovrìi il 
triangolo DEB essere equivalente al triangolo DEC; 
ma questi triangoli hanno una hase ooraune D E ^ dunque 
hanno ancora la medesima altezza; dunque DE è parallela 
a BC. 

21 3. Corollario I, Aggiungendo a ciascuno dei due 
triangoli equivalenti DEB^ DEC il triangolo ADE 
concluderemo essere il triangolo ABE equivalente al 
triangolo A D C\ perlochè si avranno le due proporzioni 

ABE: ADE:: AD C: ADE, 
A BE : D E B :: A D C: D E C; 

dalle quali agevolmente si ricavano le due seguenti , 

AB: AD:: AC: ^e, 
ab:bd::ac:ce\ 

ovvero , alternando i medi , 

ab:ac::ad:ae::bd: ce. 

dunque quando DE e parallela ad un lato o base BC del 
triangolo ABC gli altri due lati A B^ AC stanno fra loro 
come i loro segmenti AD^ A E dalla parte del vertice, o 
come i (oro segmenti B D^ CE dalla jiiarte della base. 

Pie. 64. ^'4' Scolio, Se nel triangolo ABC dopo aver condotta 
DE parallela a BC^ condurremo DF parallela ad AC, 

*a,g. avremo AC\ A E oppure AB: AD :: BC: CF"^-, ma 
la figura F D E C, essendo un parallelogrammo, dk CF== 
D E , dunque 

AC: A E :: AB: ad:: bc:de. 

Di più sarà l'angolo DAE^BAC, V angolo ADE 
^:^ A B C^ l'angolo AEDtsaACB: perlochè i due trian- 
goli ABC^ ADE avranno gli angoli respeltivamenle 
Mguali , ed i lati opposti agli angoli uguali proporzionali. 



LIBRO HI. 67 

due poligoni sono eomuni ad angoli uguali ; questi stessi 
angoli diconsS angoli omologhi. 

1 triangoli ABC^ ADE \ quali tono equiangoli fra 
loro, ed hanno i lati respetlivamente proporzionali sono 
simili. Il lato DE del primo è omologo al lato BC del- 
l'altro, perocché DE h comune ai due angoli ADEy 
AED^ e BC è comune ai due angoli ABC^ ACB 
respetti vamente uguali ai due precedenti. Ma trattandosi dei 
triangoli , si vede chiaramente essere i lati omologhi opposti 
ad angoli uguali. 

TEOREMA IX. 

ai6. &* quattro linee A , B , C , D formeranno la 
proporzione A \ B \\ C\ D, la somma o la differenza 
drlle due prime y termini del primo rapporto , starà ad A , 
o a B , cioè all' antecedente , o al conseguente di tal rap- 
porto , come la somma o la differenza delle altre due , ter- 
mini del secondo rapporto ^ sta a Cy oa D, cioè alV ante- 
cedente f o al conseguente del rapporto medesimo. 

Supporremo che gli antecedenti A, e C^ sieno maggiori pjg, ^5, 
dei conseguenti B , e D; ciò posto , si descrivano due rette 
iodefiuite M G ^ M H che facciano un angolo qualunque 
M ^ e sopi'a di esse si prendano le parti ME "^ A ^ EGmim 
EA'^B, MFm^C, FH^FC^Di quindi si con- 
ducano le rette AC^ EF^ OH. Avendosi per ipolesi le 
proporzioui 

me:eg::mf:fh, 

MElEAllMF: FC\ 



le rette GH ^ ed AC saranno parallele ad E F, epperciò 
avremo * * 212. e 

mh: mf, 

MH\ FH, 
MC: MF, 
MC: FC\ 



MG: ME 
MG\ EG 
MA: ME 
MA: E A 
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ovvero 

^H-^:^;:c-+-z>: e, 
A-hB:B::c-hD:D, 
a-^bijì:: c--d\ c, 
A~B\B ;: c7— />:/>; 

come dovevasi dimostrare. 

217. Corollario I. Poiché si ricava dalla proporsione 
A:B :) C\D, V altra AlCUBlD, applicando a 
questa il precedente teorema sarà facile concludere , che io 
ogni proporzione la somma , o la differenza degli antecedenti 
sta alla somma , o alla d inerenza dei conseguenti , come un 
antecedente qualunque sia al suo conseguente. 

218. Corollario II, In generale abbiasi una serie di 
rapporti uguali A l fi y. C; D H E : F H G l H ; la 
somma di tutti gli antecedenti A^- C-hB'+' G starà alla 
somma. di tutti i conseguenti B-k^D -\- F^H ^ come un 
antecedente qualunque sta al suo conseguente, 

TEOREMA X. 

Fig. 66. 219. Due triangoli ABC, DE F sono simili, quando 
hanno gli angoli rispettivamente ugual f. 

Sia l'angolo A^D. B^E, C^F; dicoche 
questi due triangoli ABC, DEF b^nno i lati omologhi 
proporzionali, e sono simili. 

Supponiamo che de' due lati omologhi AC, D F il 
maggiore sia A Ci prendasi CG = f D , e si conduca 
GH parallela ad AB. Risulterà Tangolo CGHt:mA=D, 
e per conseguenza avremo il triangolo GHC uguale al 
6a. triangolo DE F*\ e poiché * 






cGicA:: ch: cbw gh:ab, 

sarà pure 

fd\ca\\fe:cb\\de:ab, 

come dovevasi dimostrare. 
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3!fto» Corollario, Affinchè due triangoli siano simili basta 
adunque che essi abbiano due angoli respettivamente uguali. 

TEOREMA XI. 

22 j. Due triangoli ABC, D E F sono simili, quando 
hanno i lati respettivamente proporzionali. 

Sia FD : CA : : fé: CB\\DE\ ab, dico che 
gli angoli opposti ai lati proporzionali saranno uguali. 

Supponendo che de' due lati FD ^ CA il maggiore sia 
CAy si prenda CG ras. FD ^ e si conduca GH parallela 
ad AB, Otterremo 

CG\ CA \: CH: CB \: gh: A B, 

ma per ipotesi 

FD: CA :; FÉ: cb::de: ab, 

dunque, poiché CG^FD, sarà* CH'AFE, e GH^ » ao6. 
DE f ed i triangoli GHC, DEF come equilateri fra loro 
saranno nguali ; inguisachè avremo l'angolo D = CGH^esA, 
l'angolo E^CHG^B, e l'angolo F^GCH^C, 
come dovevasi dimostrare. 

322» Scolio, Dai due teoremi precedenti rilevasi che nei 
triangoli le due condizioni della uguas^lianza degli angoli , e 
della proporzionalità dei lati sono iutimamente legate insie- 
me , per cui una qualunque di esse , non potendo aver luogo 
senza V altra , è bastevole ad assicurare la similitudine dei 
triangoli È facile convincersi non potere tal legame esistere 
nei poligoni simili d'un maggior numero di lati. 

TEOREMA XII. 

223. Due triangoli ABC, DEF sono simili, quando 
hanno un angolo uguale compreso fra lati proporzionali. 

Sia l'angolo C^F, ed F D : C A \\ F E , CB , 
dico che questi due triangoli ABC, DEF sono simili. 



/ 
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Supponendo che de' due lati AC^ DF il maggiore sia 
À C, Sì prenda CG^a^,F D^ e si conduca GH parallela ad 
AB, Otterremo CG : CA \ \ CU \ CB\ ma per ipotesi 

FD\ CA ;: FE\ CB\ 

* !io6. dunque, poiché CGtaa F D*^ sarà CH mm F E ^ ed il 
triangolo GHC sarà uguale al triangolo DEF\ ora i 
triangoli ABC^ GHC sono equiangoli fra loro, dunque i 
triangoli ABC, DEF sono pure fra loro equiangoli, e 

simili. 

TEOREMA XIII. 

1^^. Due triangoli sono simili quando hanno i lati 
resfteltivamente paralleli, 

Fig. 67. Sieuo i lati A B ^ BCf AC del triangolo ABC re- 
spettivamente paralleli ai lati DE 9 EF^ FD\ dicoche 
sarà l'angolo A^D, Bm^E, C^F. . 

Intatti due angoli che hanno i lati respctlivamente paral- 
leli , o sono uguali , o sono supplementari ; or non si può 
supporre che lutti gli angoli A^ B^ C sieno i supplementi 
degli angoli Z>, E ^ F, perocché i sei angoli formerebbero 
sei angoli retti , assurdo evidente ; né si può supporre che 
due soli angoli A p e B sieno i supplementi degli angoli Z), 
€0 Ef poiché questi quattro angoli formerebbero quattro 
angoli retti , assurdo anch' esso evidente ; adunque e neces- 
sario che due angoli del primo triangolo sieno uguali a due 
angoli dell' altro ; per conseguenza i due triangoli debbono 
* 85. essere equiangoli fra loro *, e quindi simili. 

ai5. Scolio. I lati omologhi sono i lati paralleli. 

TEOREMA XIV. 

fig, 58. ^26. Due triangoli sono simili quando hanno i lati 
respellivamente perpendicolari, 

Sieno i lati E^F , FD, ED del triangolo DEF, 
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respettivameote perpendicolari ai lati AB ^ BC, AC del 
triangolo ABC, 

Dal triangolo A CE rettangolo in C si deduce che 
l'angolo CAE è il complemenio di AEC: ma lo stesso 
angolo CAE è pure complemento di BAC^ dunque* * ^^» 
V angolo BACtaea E : nello stesso modo, ponendo mente 
al triangolo ABF rettangolo in ^^ ricavasi che l' angolo 
A B C^=aF: donde consegue ancora essere l'angolo A C B 
s=s D, Dunque i triangoli A BC^ DE F essendo equian- 
goli fra loro sono simili. 

237. Scolio I, I lati omologhi sono i lati perpendicolari. 

2a8. Scolio II, Il triangolo D E F presenterà talvolta 
una situazione diversa da quella che gli viene attribuita dalla 
figura; quaPè, per esempio» quella del triangolo def,' 
Ma sempre sarà sempre possibile supporre costrutto tal trian- 
golo DEF con tre linee EF^ ED, FD respettivaménte 
perpendicolari ai lati AB, AC, CB, e conseguentemente 
parallele ai lati ef, ed, fd del triangolo def\ e si di- 
mostrerebbe che i triangoli ABC, dej come simili ambe- 
due al triangolo DEF debbono es$er simili fra loro. 

TEOREMA XV. 

339. Due rette AB, CD incontrate da quante parai- pìg. 69. 
Irle si vogliono A C, E F , G H , B D sono divise in parti 
proporzionali , talmentechè si ha A E l CF H EG; FH 
fWGB.HD, 

Infatti sia M il punto d'incontro delle due rette AB , 
CD', dal triangolo ME F nel quale AC e parallela alla, 
linea E F sì avrà 

JHElMFi: AE: CF; 
dal triangolo Af GH si avrà pure 

ME: mf:: egifh-, 

dunque A E : CF H EGl FH. 

£ uello stesso modo potrà dimostrarsi che 



n 
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EG: FH :: gb\hd. 

Dunque la linea AB k divisa nei punti E ^ G^ come lo è 
la linea CD nei punti F ^ H. 

23o. Corollario. D^oque se la liuea AB fosse divisa 
in parti uguali nei punti E ^ (?, la CD sarebbe anch'essa 
divisa in parti uguali nei punti F^ H, 

TEOREMA XVI. 

Fig. 70. 33i. Le linee AB, A D, AE, AC condotte a piaci- 
mento da un punto A mia retta B C dividono questa retta^ 
ed ogni sita parallela FI in parti proporzionali ; talmen- 
te che $i ha FGiBD :: GH: DE:: HI: E e. 

Infatti dai triangoli simili A FG^ ABD si ha 

AG: ad::fg:bD', 

dai triangoli AGH^ ADE si ha pure 

AG: AD:: gh:de, 

dunque a cagione del rapporto comune AG : AD , 

fg:bd:: gh: de. 

Si troverà nello stesso modo 

gh:de::hi:ec. 

Dunque la linea FI è divisa nei punti G, H ^ come lo è 
la lìnea B C nei punti D , E. 

1^1. Corollario. Dunque se B C fosse divisa in parti 
uguali nei punti D , E ^ la parallela FI sarebbe essa pure 
divisa in parti uguali tiei punti G, H. 
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TEOREMA XYII. 



233. La retta, CD che divide in due parti uguali Fig. 7 
V angolo ACB d'un triangolo dividerà il lato opposto 
AB in due segmenti AD^ DB proporzionali ai lati 
contigui. 

Pel punto A conducasi A F parallela a CD ^ e prolun- 
ghisi B C finche incontri la parallela medesima ; otterremo 
il triangolo ACF^ nel quale gli angoli CAF^ CFA 
essendo respettivamente uguali agli angoli ACD^ BCD 
stante le parallele CZ>, FA^ saranno uguali fra loro, 
come lo sono questi ultimi ; quindi sarà CA osaE F» Ma 
dal triangolo B F A si ha 



dunque 



BD\ DA :: BClCF, 



BD\DA ::bc: ca. 



TEOREMA XVIU. 



!234. Se dal vertice dell'angolo retto A d'un triangolo Fig. 7.^. 
rettangolo si abbassa la perpendicolare A D su la ipotenusa, 
i due triangoli perniali AB D, ADC saranno simili fra 
loro , ed al triangolo totale ABC, 

I due triangoli BAD^ B AC h^nno P angolo comune 
Bi gli angoli A DB, BAC sono uguali come retti; epper- 
ciò il terzo angolo BAD dell'uno sarà uguale al terzo an- 
golo A CB dell' altro; dunque questi triangoli saranno 
equiangoli fra loro. Si dimostrerà nello stesso modo che il 
triangolo DAC è equiangolo col triangolo BAC, Dunque 
ciascun triangolo parziale è equiangolo col triangolo totale ; 
dunque i tre triangoli sono equiangoli, e simili fra di loro. 

a35. Corollario I, l triangoli simili BAD, CAD 
avranno i lati omologhi proporzionali. Ora il lato B D del 
primo è omologo al lato ji D del secondo , poiché essi sono 
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• 

opposti agli angoli uguali BAD^ ACD\ ed il lato AD 
dei primo è omologo al lato DC dell'altro, che questi 
pure sono opposti agli angoli uguali A BD^ CAD\ dun- 
que si ha 

bd:ad::ad: dc-, 

dunque la perpendicolare abbassata dal vertice dell' an- 
golo retto su la ipotenusa è media proporzionale fra i due 
segmenti della ipotenusa medesima, 

7.Z6, Corollario II. Nei triangoli simili ABC^ BAD 
le ipotenuse BA^BC sono lati omologhi; il lato B D del 
triangolo BADk omologo al lato BA del triangolo ABC^ 
essendo essi opposti agli angoli uguali BAD^ BCA; 
dunque 

bd:ba::ba:bC', 

dai triangoli poi ABC^ CAD si ha parimente 

dc:ac::ac\bc\ 

dunque ogni lato dell' angolo retto è medio proporzionale 
fra r ipotenusa ed il segmento contiguo, 

aS^. Scolio. Le due ultime proporzioni , facendo i pro- 
dotti dei medi , e degli estremi , danno 

J7 — BDXBC, AC'^ DCXBC, 
e quindi 

BA'-hAc'nr:»BD X B C -h D C X BC, 

* 167. ma poiché il secondo membro si riduce a (BD*-hDCyXBC* , 
cioè ^ BCX BC oTc , dunque 



BA-hAC—BC, 

163. donde si rileva che la proposizione del quadralo dell' ipote- 
nusa *' si può considerare come una Conseguenza della pro- 
porzionalità dei lati nei triangoli equiangoli. 
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TEOREMA XIX. 

a38. Le aree di iiue triangoli ABC^ ADE che hanno rig. 73. 
un angolo uguale o comune A, stanno fra loro come i 
rettangoli dei lati che compreiuiono V angolo ugiude o 
comune» 

Sì abbassino le perpendicolari B F^ D G sopra AC\\ 
triangoli A B F^ ADG essendo equiangoli fra loro danno 
la proporzione 

bf:dg:\ab:ad% 

mohiplicandogli antecedenti per AC^ ed i conseguenti per 
AE*^ avremo *aii. 

ACX BFlAEX DGllABXAClADXAE; 

Dia la metà dei termini del primo rapporto esprimono le 
aree dei triangoli A BC^ A DE ^ dunque 

ABC: ade:: AB X AC: AD X ^e. 

TEOREMA. XX. 

389. Due poligoni simili sono composti d' un medesimo Fìg. ?4* 
numero di triangoli respe tt imamente simili , e similmente 
disposti. 

Sieno A B CDE , ab e de due poligoni simili ; dai 
vertici omologhi A ^ a sì conducano le diagonali omologhe 
AC^ ac\ quindi AD^ ad. Poiché i poligoni sono simili 
r angolo B ^=h\ di più AB : ah = BC\ b c\ dunque i 
triangoli ABC^ ab e hanno un angolo uguale compreso 
fra lati proporzionali e sono simili *. * a%5. 

Passiamo ai triangoli ACD ^ aedi dalla similitudine 
de' due precedenti si ricava essere l' angolo AC B *=:. acb y 
e da quella dei due poligoni si ricava pure essere T angolo 
BCD=ibcd; sottraendo dagli angoli uguali BCD, bcd. 



^6 ELEMENTI DI CEOUETRIA 

gli angoli uguali ACB^ acb resterà l'angolo ACD^=^acd\ 
di più la siraìlìiudine de' primi triangoli Aòl AC\acl\ BC 
Ih e, e quella dei poligoni CD : ed W BC\bc', donde 
viene AC\ac\\ CD\cd\ perlochè i due triangoli 
A CD^ a ed hanno come ì due precedenti un angolo uguale 
compreso fra lati proporzionali , e sono simili. 

Proseguendo in tal modo potremo dimostrare la simili^ 
tudine de' triangoli susseguenti qualunque sia il loro numero. 

TEOREMA. XXI. 

a4o. Reciprocamente dtic polìgoni sono simili, quando 
sono composti d'un medesimo numero di triangoli simili , e 
similmente disposti. 

Dall'uguaglianza degli angoli dei triangoli si deduce 
Tugnaglianza degli angoli dei poligoni; poiché gli angoli dei 
poligoni sono o i semplici angoli dei triangoli come B^b^o 
le somme di angoli respettivamente uguali come A , a. 

Di più essendo per la similitudine dei triangoli A B C f 
abc 

ABlabllBClbci: AC] ac. 

e per quella dei triangoli A CD, a ed, 

AClaci: CD: ed, 
conci udesi che 

AB\ab\\ BClbci: CDlcd. 

Nello stesso modo si può provare che tutti gli altri Iati 
omologhi de' due poligoni sono proporzionali : questi due 
poligoni adunque avendo gli angoli uguali , ed i lati propor- 
zionali sono simili. 

TEOREMA XXII. 

24 ^ • ^f*^ poligoni regolari d' un medesimo numero di 
lati sono simili. 

Un poligono regolare è equiangolo ; dunque 11 valore di 
uno de' suoi angoli sark uguale alla loro somma divisa per il 
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loro numero. Or la somma rlegli angoli è in ambedue i poli- 
goni la slessa , slanlechè avendo essi il medesimo numero dì 
lati , il numero degli angoli è pure lo stesso ; dunque il 
valore d' un angolo del primo polìgono sark uguale al valore 
d'un angolo dell'altro; cioè questi due poligoni sono equi- 
angoli fra loro. 

In secondo luogo un. poligono regolare è pure equilatero; 
adunque il rapporto d' un lato del primo poligono ad un 
lato del secondo sarà il medesimo qualunque sieno i due 
lati che si paragonano ; cioè i due poligoni avranno i lati 
proporzionali. Dunque essi sono simili. 

TEOREMA. XXIII. 

a4^- 1 perimetri di due poligoni simili stanno fra loro 
come i lati omologhi. 

Essendo i poligoni ABCDE^ ab€de sim^ilit avremo 
queste serie di rapporti uguali 

j B : ab :: Bc: bc :: CD : ed ec, 

donde si può conchiudere che la somma degli antecedenti 
AB + BC-h CD ec., ossia il perimetro del primo poli- 
gono , sta a quella dei conseguenti ab '■h bc^ ed ec, 
ossia al perimetro del secondo poligono , come un antece- 
dente sta al suo conseguente, ovvero come un lato AB 
sta al suo omologo ab*i dunque i perimetri dei poligoni " ai8. 
bimili stanno fra loro come i lati omologhi. 

TEOREMA XXIV. 

1243. Le aree di due poligoni simili stanno' fra loro 
come i quadrati dei lati omologhi. 

Si considerino in primo luogo i due triangoli A BC^ Fig. 75. 
ah e. 

Essendo AB^ AC respetlivamente omologhi ad a^, 
dc avremo 
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ABlab \\AC\ac 

e quindi moltiplicaodo gli autecedenti per AC^ ed i conse- 
*aii. guenti per «e*, 

AB X AC\ah X ac r.'TcìTV. 

Ma i due prodotti A B y, AC^ ah y, a e come quelli dei 
lati che coro prendono, gli angoli uguali A ^ a , statiDo come 
*.ft38. le aree dei triangoli*, dunque 

ABC: ab e llTcìac, 

cioè le aree dei triangoli simili ABC, ah e stanno fra loro 
come i quadrati dei lati omologhi AC , ne, o come quelli 
di altri due lati omologhi qualunque. 

Fig. 74. Ciò posto passiamo ai poligoni simili d' un numero qua- 
lunque dì Iati, e sieno A B C DE , ahcde\ essendo essi 
simili potranno decomporsi in un medesimo numero di trian- 
goli simili y e similmente disposai mediante le diagonali AD, 
AC, e ad, a e condotte dai vertici ^, a dì due angoli 

* !k3g. uguali*. Orai due primi triangoli ABC, ah e stanno fra 
loro come i quadrati dei lati omologhi AC^ ac\ \ due 
susseguenti triangoli A CD, acd stanno pure come i qua* 
drati dei medesimi lati ; adunque si ha 

ABC\ahc\\ ACD\acd, 

Con un simile ragionamento si proverebbe che 

ACD: acd::ADE:ade 

e così per tutti i triangoli corrispondenti ; per cui sarà 

ABClahc :: ACD: acd :: A DE: ade ec. 

Frattanto da tal serie di rapporti uguali si ricaverà che la 
somma di tutti gli antecedenti , cioè 1* area del poligono 
ABCDE , sta alla somma di tutti i conseguenti» cioè all'a- 
rea del poligono ah ed e, come un antecedente ABC, 

'^ 218. ^^ suo conseguente a he*, o come AB sta ad ah ; adun- 
que le aree dei poligoni simili stanno fra loro come i qua-* 
drati dei lati omologhi. 



J 
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TEOREMA XXV. 



244* ^ <^' costituiscono tre poligoni simili i di ciU lati Fig* 7^« 
omologhi sieno uguali ai ire lati d' un triangolo rettangolo 
ABC, l'area del poligono P costrutto su la ipotenusa B C 
sarà uguale alla somma delle aree Ai , N degli altri due, 

l polìgoni P , M ^ N essendo simili , staranno fra loro 
come i quadrati dei lati omologhi BC^ ABy AC*^ ma * ^^^* 
abbassando la perpendicolare A D sulla ipotenusa i trian- 
goli ABC^ ABD^ ADC^ essendo anch'essi simili % '^^54. 
staranno fra loro come i quadrati dei medesimi lati ; dunque 
avremo le proporzioni 

p:abc::m:abd::n:adc, 

e conseguentemente * '^317. 

P:ÀBC:: m^n:abd + adc, 

ma ABC^ABD-hADC, dunque P=>M-hN; 
dunque il poligono fatto su la ipotenusa è uguale alla som- 
ma dei poligoni fatti su i lati dell'angolo retto. 

245. Scolio, E di qui si rileva che la proposizione del 
quadrato della ipotenusa * non è che un caso particolare del * 163, 
teorema precedeqte, 
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IL CIRCOLO. 



I 



NOZIONI PRELIMINARI. 



146. J^a circonferenza t: una linea curva piana t i <^ui Fìg. 76. 
punti sono tutti ugualmente distanti da un punto interno A, 
che è detto centro. 

Facile è convincersi della possibile e^tenza di tale 
linea curva , essendoché essa è quella che si descrive dalla 
estreoiitk B d'una linea retta, la quale, stando ferma coU'al- 
tra estremità A , gira sopra un piano intorno al punto A , 
finché sia tornata alla situazione A B doude incomincia il 
giro. 11 punto immobile A é appunto quello cui si dà il 
nome di centro, 

^47. La superficie piana terminata d' ogni intorno dalla 
circonferenza appellasi circolo, 

348. La retta condotta dal centro ad un punto della 
circonferenza si chiama raggio. 

Il raggio é la stessa retta AB presa in qualsivoglia delle 
situazioni in cui si é trovata nel suo giro , come in AB, in 
AD t m AC. Ond' é manifesto che tutti i raggi nel mede- 
simo circolo sono uguali. 

349* Diametro si dirà ogni linea retta come B C che 
passando pel centro C avrà le sue estremità su la circonfe- 
renza. Ogni diametro é doppio del raggio; conseguentemente 
tutti i diametri sono uguali. 

aSo. La circonferenza non può essere incontrata da una 
linea retta in più di due punti *, perocché se essa potesse essere 
incontrata in tre punii vi sarebbero tre raggi, o tre rette uguali 

6 
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condotte da uno stesso punto su la stessa retta; la qual cosa 
* a5. è assurda ; dunque la circonferenza è una linea convessa *. 

aSi. Qualsivoglia porzione BED della circonferenza 
dicesi arco, 

25a. La corda o sottesa dell' arco è la linea che unisce 
le sue due estremità. 

253. Segmento è la superficie, o porzione di circolo » 
compresa fra l' arco e la corda. 

È da notare che alla medesima corda BD corrispon- 
dono due archi i quali presi insieme formano la circonferenza 
intera ; vi corrispondono pure due segmenti che presi insieme 
formano l' intero circolo. 

a54* Settore è la superficie » o porzione di circolo com- 
presa fra un arco e i due raggi condotti alle estremità di 
esso. 

a55. Una linea indefinita che taglia il circolo dicesi se- 
cante^ 

a56. Una linea indefinita che ha un solo punto a comune 
col circolo dicesi tangente; ^ questo punto comune appellasi 
punto di contatto» 

257. Chiamasi linea iscritta nel circolo quella le cui 
estremità sono alla circonferenza. 

258. Angolo iscritto è quello il cui vertice è alla circon- 
ferenza , e che è formalo da due linee iscritte , o più gene- 
ralmente da due secanti. 

259. Angolo circoscritto è quello il cui vertice è fuori 
del circolo , e che è formato da due tangenti. 

260. Un poligono dicesi iscritto nel circolo, o nella 
pircoqferenza, quando tutti i suoi^angoli vi sono iscritti, 
cioè hanno i loro vertici su la circonferenza medesima ; ed 
allora il circolo è circoìdritio ad esso poligono. 

261. Un poligono s'intenderà poi circoscritto ad un 
circolo quando tutti i suoi angoli saranno ad esso circoscrit- 
ti , cioè tutti i suoi lati ne saranno altrettante tangenti ; ed 
in tal caso il circolo sarà iscritto nel poligono medesimo. 

. 262. Angolo al centro intendesi quello il cui vertice è 
nel centro d' una circoqferenssa , ed è formato conseguente ■< 
m^«t^ da due raggi, 
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T£OR£MA I. 



263. Ogni diametro dis^ide il circolo , e la sua circon Pig* 7^* 
firenza in due parti uguali. 

Si applicbi la 6gura BEC sopra BFC conservando 
la base comune BC\ la curva BEC coinciderà colla 
curva B FCf $enza di che si avrebbero nell'una o nell'altra 
dei punti disugualmente lontani dal centro ; lo die è contro 
la definizione della circonferenza. 

264* Corollario. Dei due archi^, ne' quali resta divisa la 
circonferenza da una linea iscritta che non passa pel centro^, '^ a53. 
l'uno è maggiore l'altro è minore della metSi della circon- 
ferenza medesima; parimente dei due segmenti, ne' quali 
resta diviso il circolo da essa linea , l'uno è maggiore l'altro 
è minore della metà di tal citxolo; nel seguito» non avver- 
tendo il contrario , intenderemo che una corda competa al- 
l' arco y o al segmento minore, 

T£OKBMA II. 

a65. In un medesimo circolo , o in circoli uguali , gli Fig. 77. 
angoli al centro uguali BAC, ha e intercettano su la 
circonferenza archi uguali ; reciprocamente agli archi 
uguali BDC, b d • corrispondono angoli al centro uguali. 

1.® Essendo uguali i raggi AB^ ab^ se l'angolo BAC 
sark uguale all'angolo hac^ dico che l' arco BDC sarà 
uguale all'arco bdc\ situando il lato a ^ sopra il lato A B ^ 
il lato a e converrà col lato AC^ ed il punto e cadrà in 
C\ laonde tutto l'arco bdc coinciderà coli' arco BDC^ 
senza di che i punti di questi archi non sarebbero tutti equi- 
distanti dal centro; dunque gli archi BDC^ bdc sono 
uguali. 

a.° Se l'arco BDC sarà uguale all'arco bdc^ dico 
che l'angolo BAC sarà uguale all'angolo 3 ac; poiché, 
ove questi anj^oli non Steno uguali sia BAC il minore; si 
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supponga B A E «ss bac\ per ]a dimostrazione precedente 
sarh V arco BDEr=ibdc\ ma per ipotesi l'arco BDC^^^bdc^ 
dunque si avrebbe BDE^»BDC^ assurdo evidente ; 
dunque l' angolo B AC ^^ bafs, 
Fij;. 78. 166, Corollario. Se gli angoli formati dai due diametri 
B C^ DE saranno retti , e perciò uguali fra loro , anche 
gli archi BD^ ÙCy CE ^ E B saranno uguali. Dunque 
due diametri perpendicolari dividono la circonferenza m 
quattro parti uguali. 

267. Definizione. La quarta parte d' un^ circonferenza 
pppellasi quadrante, 

TEOREMA ITI. 

368. In un medesimo circolo o in oirooli uguali gli 
archi uguali sono sottesi da corde uguali; reciprocamente 
le corde uguali sottendono archi uguali. 

^Ì8* 77- l '^ Essendo uguali i raggi A B, ab se gW archi B D C^ 
bdc saranno uguali , dico che le corde BC^ bc saranno 
esse pure uguali. Poiché l'arco PPCs= bdc, avremo 

* a6§* l' angolo B A Cesa bac*\ inguisachè i due triangoli AB C^ 

ab e avendo un angolo uguale compreso fra lati uguali sa- 
ranno uguali ; e conseguentemente BC ^= bc. 

2.^ Se le corde BC, bc saranno uguali, dico che gli 
archi B DCy bdc saranno essi pure uguali. Poiché B Cr=a 
bc, ì due triangoli ABC, ab e saranno uguali come equi- 
lateri fra loro; dunque l' angolo BAC=^bac, e con^e-r 

* 365. guentemente 1' arco BDC^ss bdc*. 

269. Scolio. Ma poiché ogni corda sottende due archi 

^ a64* differenti *, se , posta l' uguaglianza delle corde vorremo 

inferirne quella degli archi , converrà che d' altra parte si 

sappia se questi archi sono ambedue minori , ambedue 

maggiori della mezza circonferenza^. 
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Teorema iv. 



290. In un" medesimo circolo y o iti circoli Uguali gli F'ig. 79. 
angoli al centro B À C, BAD stanno fra loro come gli 
archi BCi BD compresi fra i loro lati. 

Sia primieramente il rapporto degli archi B C ^ B D 
commensurabile; essendo, per esempio, la comune loro 
misura contenuta 3 volte in BC^ e *] volte in B D^ potre- 
mo sapporre BD diviso in 7 parti uguali, 3 delle quali 

. A^ , L» ^ BC 3* , "^169. 

saranno contenute in BC; talmehteche sarà '^^«•-^ • 

BD 7 

Conducendo dei raggi a tutti i punti di divisione òì BD, 

ne risulteranno degli angoli parziali tutti uguali fra loro * ; * ^65. 

cosicché uno qualunque di questi angoli diverrà comune 

misura dei due angoli BAC, BAD; e dovendo tal misura 

essere contenuta 3 volte in BACy e 7 volte in BAD, 

BAC 3 , ,^ 

• n j r% ■■ — ; donde segue 

BAD 7 

BAC BC y 



avremo 



che 



BAD^ BD 



In secondo luogo sia i] rapporto degli archi BC^ B F'ig. 8o< 

incommensurabile. Supponendo B D diviso in un nomerò n 

qualunque di parti ugnali , il punto C caib'à fra due punti 

dì divisione s, e t consecutivi; tal mtfn teche, supposto che 

in ^5 sieno contenute m partij ed m+ j ne sieild con- 

'BC 
tenute in Bi, il rapporto -5-y^ sarà compreso fra i limiti 

iw m -4- 1 * » 176* 

— » — r-^-' • 
n n 

Or se pei punti di divisione di ^ Z> si. condurranno dei 

raggi, AC oadrà fra i due raggi consecutivi A»^ At e 

r angolo BAD risulterà diviso in 71 angoli parziali, dei 

quali m ne saranno contenuti nell' angolo B As, ed m-^t 

BAC 

oeir angolo B At', cosicché il rapporto -n-rr-r: sarà esso 

**^ pAD .1 
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e m fn -+- t , 

ijure coiii|)i-eso tra i limili — , ■ ; dunque avremo 

n fi 

D j rf ■" -njy > ^loe su9$is(era la proporzione 

BAClBAD llBClBD 

qualunque sia il rapporto de' due archi BC^ B D. 
Fig. 78. l'j j . Scolio I. \J angolo relto è la naturale uuilà di mi* 
sura defili angoli; e l'arco intercetto fra i lati dell'angolo 
reiLo , cioè il quadrante , quella degli archi aventi il mede- 
simo raggio di esso. Ciò posto sia BAD un angolo retto, 
e l'nrco B D sia descritto dal vertice A con un raggio qua- 
lunque A B'y Sì conduca il raggio AH b piacere. In virtù 
del teorema precedente avremo 

BAH BH 
BAD'^BD' 

e fatto BADrra 1, e BD =» 1, risulterà 

BAH BH 

dove si vede che il numero con che si può rappresentare un 
angolo, cioè il rapporto di questo angolo all'unità di misura 
angolare , u uguale al numero che rappresenta l' arco inter- 
cetto fra i lati dell'angolo stesso , cioè al rapporto di questo 
arco all'unità di misura degli archi. Ma per brevità alla 
precedente uguaglianza si sostituisce questa puramente con- 
venzionale 

BAH^BH, 

per la quale si viene a stabilire che la misura d' un angolo 
qualunque A è data dall' arco descritto dnl suo vertice 
come centro con un raggio qualunque; dovendo questo 
raggio mantenersi costante per tutti gli angoli che dovrauno 
essere paragonati ad A mediante gli archi compresi fra i 
loro lati. 

2^2. Scolio II. Poiché nel medesimo circolo o in circoli 
uguali i settori stanno come i loro angoli al centro , si con- 
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clade che questi setlori stanno ancora come gli archi che 
servono loro di basi. 

373. Scolio III. Considerando gli archi SH^ hh 
corrispondenti al medesimo angolo al centro BAH^ si ve- 
drà che in virtù del teorema dimostrato *» ciascuno di essi * a/o. 
sta alla. circonferenza di cui è parte come l'angolo BAHp 
sta a 4 angoli retti ; questi archi adunque stanno fra loro 
come le circonferenze cui appartengono. 

Considerando poi i settori B AH ^ h Ah si vedrà pure 
che ciascuno di essi sta al circolo di cui fa parte come l' an- 
golo ^^if sta a 4 angoli retti; questi settori adunque 
stanno come i circoli cui appartengono. 

274* Definizione, Gli archi , o i settori , che in due cir- 
coli differenti corrispondono ad angoli al centro uguali , si 
chiamano archi , o settori simili. Gli archi simili stanno fra 
loro come le circonferenze cui appartengono ; ed i settori 
simili stanno come i circoli. 

TEOREMA y. 

375. // centro , il mezzo d* un arco , ed il maao della 
sua corda si trovano sopra una medesima linea perpendico- 
lare ad essa corda. 

Essendo il punto F il mezzo dell'arco B C avremo la Fig. 81, 
corda B Fmsa CF*^ ed F sarà equidistante dai punti B * 26S. 
e C; ma lutti i punti equidistanti dh B e C sì trovano 
sopra la perpendicolare inalzata sul mezzo della corda B C; 
dunque il centro A , il mezzo F dell' arco , ed il mezzo D 
della sua corda si trovano sopra una medesima linea perpen- 
dicolare ad essa corda. 

376. Scolio, Due punti bastano , come sappiamo , a de- 
terminare la posizione di una linea retta, dunque ove una linea 
retta passi per due dei tre punti A ^ D ^ F passerà anco pel 
terzo e riuscirà perpendicolare alla corda. Come pure se da 
uno di questi punti verrà condotta una perpendicolare alla 
corda » tal perpendicolare medesima passerà per gli altri 
due punti ; di qui i tre corollari seguenti. 



L 
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2^^. Corollario /. 11 raggio condotto al mezzo d'un 
arco è perpendicolare alla sua corda , e la divide in due 
parti uguali. 

278. Corollario II, Il raggio che passa pel mezzo d'una 
corda risulta perpendicolare a questa corda , e ne divide 
r arco in due parti uguali. 

279. Corollario III, Il raggio perpendicolare ad una 
corda divide questa corda in due parti uguali , e divide in 
due parti uguali anche l' arco sotteso. 

TEOREMA VI. 

Fig. 82. 280. La retta perpendicolare all' estremità del raggio 
A B è una tangente del circolo y reciprocamente ogni tan- 
genie B C è perpendicolare al raggio condotto al pnnio di 
contatto, 

-1.® L'obliqua AD condotta a piacere dal centro sopra 
B C è maggiore della perpendicolare AB ^ o della sua 
uguale AF; dunque l'estremità D di questa obliqua è 
fuori del circolo; dunque la linea BC non ha a comune 
col circolo che il solo punto B , ove lo tocca ; perciò essa è 
* 256. una tangente di tal circolo ", 

1.^ Recìprocamente se la linea B C tocca il circolo nel 
solo punto B , ogni linea , tranne AB, condotta dal centro 
sopra BC passerà fuori del circolo; dunque A B è la più 
corta linea che dal centro possa abbassarsi sopra B C\ dun- 
que AB è perpendicolare a B C, 

281. Corollario I. Per un punto B della circonferenza 
fion si può condurre che una sola tangente ; infatti una sola 
perpendicolare si può condurre al raggio nel medesimo 
punto B, 

282. Corollario II. Ogni circolo che tocca una linea 
retta in un punto solo , ha il centro su la perpendicolare 
condotta per esso punto alla retta medesima. 
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TEOR£Mà VII. 

i83. Ogni angolo f ormato da una tangente e da una 
secante, o da due secanti, che si tagliano su la circonfe- 
renza ha per misura la metà dell* arco compreso fra i suoi 
lati. 

1 .® L' angolo formato dalla taogente e dalla secante che Pig. 83« 
s'incontrano su la circonferenza sia CBD, oppure CBE. 
Conducasi il raggio A B dì punto di contatto , ed il raggio 
AG ^ ossia il diametro G H perpendicolare ti B C; poiché 
ABD è un angolo retto, l'angolo CBD sarà il comple- 
mento dell' angolo ABF\ e poiché il triàngolo ABFk 
rettangolo , l' angolo FA B sarà esso pure il complemento 
dello stesso angolo ABF\ perlochè avremo CBD*=aGAB\ 
e l'arco BG^ misura dell'angolo GAB^ sarà pure la 
misura dell'angolo CBD\ ma i9 6 è la metà dell'arco 
BGC*; dunque T angolo CB D avrà per misura la metà * ^y^ 
dell'arco BGC. Lo stesso dimostrasi relativamente all'an- 
golo CBE, il quale essendo ugnale all'angolo BAH^ 
avrà per misura I' arco BH, cioè la metà dell'arco BHC. 
Dunque l' angolo formato .dalla tangente , e dalla secante 
che si tagliano su la circonferenza ha sempre per misura la 
metà dell'arco compreso fra i suoi lati. 

a.^ L' angolo formalo da due secanti «:he si tagliano su Fig. 84. 
la circonferenza sia ABC, Supponiamo che pel punto B 
sia condotta una tangente DE al circolo; ne risulteranno 
due angoli ABD, CB E i quali per la dimostrazione pre- 
cedente avranno respettivamente per misura le metà degli 
archi AB, CB-, ma tali angoli sommati coll'angolo ABC 
formano due angoli retti , e la misura di due angoli retti 
dee formare due quadranti o la mezza circonferenza, dun- 
que la misura dell'angolo ABC sarà necessariamente la 
metà dell' arco A H C, Dunque anche l' angolo formalo da 
due secanti che si tagliano su la circonferenza ha per misura 
la metà dell' arco intercetto fra i suoi lati. 

284. Corollario I, L' angolo iscriito e l' angolo formalo 
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da una Ungente e da ona corda hanno per mifora la metà 
dell'arco intercetto fira i lati; poiché ogni corda ossia ogni 
linea iscritta prolungata diviene una secante del circolo. 

385. Corollario II. Gli angoli ABC, AFC iscritti 
nel medesimo arco ABFC o in archi uguali, sono ugnali; 
stantechè tutti hanno per misura la metii di un medesimo 
arco A HC o le metk di archi uguali. 

Fig. ft5. ^^* Corollario IH, Ogni angolo ABC iscritto nella 
mezza circonferenza è retto ; avendo esso per misura la metà 
dell'altra mezza circonferenza AHC compresa fra i suoi 
lati cioè il quadrante. D' altra parte si vede che essendo il 
punto O ugualmente distante dai punti A, B, CU trìan* 
'^ 1 15. golo ABC dev' essere rettangolo in B \ 

Fig. 84. 287. Corollario IV. Ogni angolo ABC iscritto in un 
arco ABC maggiore della mezza circonferenza è acuto, 
perchè ha per misura la metà dell'arco AHC minore delta 
mezza circonferenza. 

Ogni angolo AHC iscritto in un arco AHC minore 
della mezza circonferenza è ottuso , avendo esso per misura 
la metà dell'arco ABC maggiore della mezza circonfe- 
renza. 

a88. Corollario V* L'angolo al centro è doppio dell'an- 
golo iscritto quando essi nella medesima circonferenza o in 
circonferenze uguali intercettano archi uguali. Cos^ l' angolo 
A OC sarà doppio dell'angolo ABC'y perchè l'arco AHC 
è la misura dei primo, e la sua metà è la misura del secondo. 
289. Corollario VI, Gli angoli opposti J? ed Ì7 d' un 
quadrilatero iscritto ABCH sono supplementari ; perchè 
la somma dei due archi che misurano questi angoli è ugnale 
alla metà della circonferenza. 
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TEORKMA YIII. 



ago. Dut rette parallele AB, CD intercettano su la Fìg. 86. 
circonferenza archi uguali; reciprocamente due rette che 
intercettano tu la circonferenza archi uguali sono parallele. 

Ite rette jÌ B ^ CD possono essere ambedue secanti, o 
l' una secante l' altra tangente , o ambedue tangenti ; ma la 
dimostrazione seguente si applica ugualmente a tutti i casi. 

1 .° Gonducendo At N gli angoli AMN^ MND come 
alterni- interni saranno uguali; or questi aiigoli sono respet- 
tivamente misurati dalla metà degli archi MPN ^ MQN*\ * a83. 
dunque questi archi sono uguali. 

a.° Sieno gli archi MPN^ MQN uguali; le loro 
metà saranno pure uguali , e l' angolo AMNbi=^MND\ 
conseguentemente AB è parallela a CD. 

1191. Sàolio. E evidente che ove le due linee AB^ CD 
sieiio tangenti la r,etta M N sarà diametro della circonfe- 
renza» 

TCÒREMA TX. 

igi Ogni angolo BAC il cui r>ertice è fra il centro e Flg. 87. 
la circonferenza ha per misura la semisomma de' due archi 
BC , DEI* uno compreso fra i suoi lati, V altro fra i 
loro prolungamenti. 

Conducendo DF parallela ad EB^ avremo BEm^DE \ * 990. 
e l'angolo B^Cmz^FDC-, ma FDC hk per misura la 
metà dell'arco CF*; e CF^B C-^B FmmB C+ D E\ *a83. 
dunque l'angolo B AC hsi per misura la metèi della somma 
de' due archi BC. DE. 



gì ELEAIKNTI DI GEOMETRIA 

TEOREMA X. 

Fig. 88. 393. Ogni angolo BAC il cui vertice è fuori del cir- 
colo ha per misura la semidifferenza de' due archi BC, 
' DE compresi fra i suoi lati. 

Conducendo D F parallela ha A B ^ avremo qui pure 
BFmmDE, e l'angolo BAC^FDC\ ma F DfC lia 
per misura la metà dell' arco CF^ e CFéam BC — B FwMm 
BC -^ E D; dunque T angolo BAC ha per misura la 
melÀ della differenza de' due archi BC, DE. 
Fig. 89. Se l' angolo fosse formato da una tangente e da una 
Fig. 90. secante o da due tangenti avrebbe pur luogo lo atesso teore-* 
ma , lo che dimostrasi nel medesimo modo* 

^94* Scolio. L'angolo E AC formato daHe due tan- 
genti A B ^ AC che partono dallo stesso punto A è quello 

* ^5q, cui abbiamo dato il nome di angolo circoscritto*, 

È da osservare che le parti A E^ AD di queste tan- 
genti comprese fra i punti E e D del loro contatto colla 
circonferenza , ed il vertice A sono uguali. Infatti condotta 
E D 'ì\ triangolo A ED avendo gli angoli AED^ ADE 

* 284. uguali , come misurati dalla metà dell' arco EÙ*^ h iso- 

scele « 

TEOREMA Xi. 

Fig. 91 . 295. In un medesimo circolo , o in circoli uguali di dine 
archi ambedue minori d' una metaut circonferenza il mag-^ 
giure è sotteso da una corda maggiore , e reciprocamente 
la corda maggiore sottende il maggiore arco. 

\.^ Sia l'arco BC> A B\ coùducendo AC avremo il 
triangolo ABC nel quale sarà l'angolo A> C, poiché 
la misura del primo è maggiore di quella del secondo ', 
dunque il lato B C opposto all' angolo A sarà maggiore 
'^ ^* del lato AB opposto all'angolo C*-, dunque T arco mag- 
giore è sotteso dalia corda maggiore. 
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a.' Sìa la corda BC"^ AB , T angolo A opposto alla 
prima sarà maggiore dell' angolo C opposto alla seconda; 
dunque l'arco J^C» la cai metà serve di misura all'angolo 
A sarà maggiore dell'arco AB \9l cui metà serve di misura 
air angolo C; dunque la maggior corda sottende il maggior 
arco* 

396. Scolio, Conviene però che questi archi non sieno 
maggiori della mezza circonferenza affinchè le loro metà 
possano servire di misura agli angoli opposti alle loro corde. ' 
L' arco B AC maggiore di una mezza circonferenza circon- 
da l'angolo A , e non lo misura , ed è chiaro che quanto più 
è grande V arco circondante tanto piìi piccolo è V angolo in 
esso iscritto ; cosicché , ove gli archi di cui si tratta fossero 
maggiori della mezza circonferenza , avrebbe luogo la prò* 
posizione contraria. 

TEOREMA XTI. 

39 j. Il diametro ìT un circolo è maggiore di ogni 
corda. 

Sia AC un diametro ^ ed A B una corda condotta a Fìg. 85. 
piacere , dico essere AC'^ AB. 

Tirando BC otterremo il triangolo ABC9 nel quale 
l'angolo B sarà retto, e per conseguenza C acuto; dunque 
il lato AC opposto a B sarà maggiore del lato AB oppo« 
sto a C. 

298. Corollario, Ne consegue che la maggior linea retta 
che si può iscrivere in un circolo è uguale al di lui diametro, 

TEOREMA XIII, 

399. Due corde uguali sono ugualmente distanti dal l'ig. 93. 
centro, e di due corde disuguali la minore è la più distante 
dal centro, 

1.° Sieno le corde BC,DE ugnali; si abbassino dal 
centro le perpendicolari AF^ A G ^ e si conducano i raggi 
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AB^ A E. Poiché le per|ieadìcolarì AF^ AG dividono 
le corde BC^ DE io parli ugnali, sarà ^^ la metà di 
BC, EG lameUdi £Z>, e perciò BFmmEG-, laonde 
i due triangoli reiiangolt ABF^ AEG avendo un lato, e 

* io6. l' ipotenusa respettivamente uguali , saranuo uguali *\ dun- 

que AFssaAGi dunque le perpendicolari che misurano 
le disianze del centro dalle corde sono uguali. 

a.° Sia la corda B H maggiore di DE ^ l' arco B MH 
dovrà esser maggiore dell'arco DNE\ perlocbè potrà farsi 
BM Cm^ DN E. Ciò posto si conduca la corda B C^ e si 
abbassino le perpendicolari A K^ A F sopra le corde BB^ 
»g6. ^ C; si vedrà che AF>Al\ m9i A I '>- A K* , dunque 
a più forte ragione AF'>' AK. Ma essendo per costruzione 
gli archi BMC, DNE uguali^ le corde loro BC, DE 
sono pure uguali , ed equidistanli dal centro ; dunque A F 
sBs A G, e perciò AG^ A K\ dunque di due corde disu- 
guali la minore è la piò distante dal centra. 

TEOREMA XIV. 

Fig. g3« 3oo. Ad ogni triangolo pub sempre circoseriversi un 
circolo. 

Poiché in ogni triangolo le tre perpendicolari FA^ EA, 
HA inalzate su i mezzi dei lati s' inconlrano nel medesimo 

* 111. punto A equidistante dai vertici B , C , D* segue che la 

circouterenza descrìtta dal punto A come centro con raggio 
A B passerà pei vertici medesimi , e risulterà circoscritta al 
triangolo. 

3oi. Scolio /. Osservando che A è l'unico punto che 

* 113. sia ugualmente distante dai tre vertici B , C , D*, conclu- 

deremo che ad un triangolo dato non può circoscrìversi che 
una sola circonferenza. 

3o!i. Scolio II, Per tre punti dati non disposti in linea 
retta può sempre passare una circonferenza , ma non ve ne 
può passare che una sola. 

3o3. Scolio III. Due circonferenze non possono tagliarsi 
in più di due punti , perdiè se avessero tre punti comuni si 



confonderebbero , e noa farebbero che uua sola e medesima 
circoofereiisa. 

TEOREMA XV. 

3o4* In Ogni triangclo pub sempre i$cri9eni un circolo. Fig. 94* 

Poiché in ogni triangolo le tre rette BA^ CA^ DA 
che dividono in due parti uguali ciascuno de' suoi angoli 
s' incontreranno in un punto A equidistante dai tre lati 
BC9 CD, DB*, segue che abbassando da questo punto '^109. 
le tre perpendicolari AF , AG^ AH sopra i lati medesi- 
mi , e descrivendo dal punto A come centro , e con raggio 
uguale tii A F una circonferenza , essa passando pei punti 
F, G, H risulterà iscritta nel triangolo; infatti il lato B C 
perpendicolare alla estremità del raggio AF h una tangen- 
te » e per la stessa ragione sono pure tangenti gli altri due 
lati CD, DB. 

305. Scolio, Qui pure osservando che A è Punico punto 
equidistante dai tre lati ne verrà che in un triangolo dato 
non può iscriversi che una sola circonferenza. 

TEOREMA XYI. 

306. La linea retta che congiunge i centri A , B di Fig. 95. 
due circonferenze che hanno due punti comuni C , D è 
perpendicolare alla retta che unisce questi punti, e la divi" 

de in due parti uguali. 

Poiché i punti C, D appartengono alla circonferenza il 
cui centro è A, sarà ACmmAD; e poiché i medesimi 
punti C, D appartengono pure alla circonferenza il cui 
centro e B, sarà BC'=- BD\ adunque i punti A e B sono 
respettivamente equidistanti dai punti C e D; adunque- 
la linea retta A B che congiunge i centri è perpendicolare 
a CD , e la divide nel punto / in due parti uguali *.- * loi. 

307. Corollario /. Essendo AI perpendicolare sopra 
CD avremo /f C> AI, e per la stessa ragione BC> BI\ 
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dal che risalta essere ciascun circolo tagliato dalla circon» 
fereoza dell'altro; adunque due circonfereoie aventi due 
punii comuni s* intersecano , e si tagliano in essi ponti 

308. CorMarin II. Sia A C> B C; il triangolo ABC 
dark AB <.AC-hBC, AB>AC — BC, donde 
segue che quando due circonferenze si tagliano la distanza 
de' centri è minore della somma dei raggi » e maggiore della 
loro diflferenza. 

TEOREMA XVII. 

V 

309. Quando due circonferenze si toccano in un sol 
punto , i centri ed il punto di contatto sono sulla medesima 
linea retta. 

Fig. 95. Sieno A e B i centri delle due circonferenze ; soppo- 
nendo che il punto ad esse comune sia in C fuori della 
linea de' centri avrebbe luogo il triangolo A BC, nel quale 
A C^ BC sarebbero i raggi delle due circonferenze. Rove- 
sciando questo triangolo ne otterremmo on altro AB D ^ e 
sarebbe AD^^AC^ BD me» BC\ cosicché anche il punto 
D si troverebbe sopra le circonferenze medesime. Adunque 
toccandosi le due circonferenze in un punto solo non dee 
aver luogo il triangolo ABC, cioè la linea de' centri dee 
passare pel punto di contatto. 

pig. g5^ 3 10. Corollario I. Due circoli si possono toccare in un 
^ 97* punto C esternamente 9 ed internamente ; e poiché la linea 
che cougiuoge i centri dee sempre passare pel punto di con- 
tatto, nel 1.® caso sarà la distanza de' centri uguale alla 
somma de' raggi , e nel 9.® uguale alla loro differenza. 

Fig. 98. Quando due circoli non si toccano , ed uno di essi è fuori 
dell' altro la distanza de' centri è maggiore della somma dei 
raggi ; iufatti AB> AC^ BD, 

Fìg* 99* Quando due circoli non si toccano , ed uno di essi è 
dentro l' altro la distanza de' centri è minore della differenza 
de' raggi ; infatti AB <:AC—BD. 

Fig. q6 ^1'* Corollario II, La perpendicolare DF inalzata 

e 97* sulla linea retta de' centri nel punto di contatto C, sarà una 
» %%o. tangente comune ai due circoli *, 
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Adunque tutte le cìrconferense che hanno i loro centri Fìg. loo. 
•opra una medesima retta AB ^ e che passano per lo stesso 
punto C di questa retta sono tangenti fra loro^ ed alla 
perpendicolare D F inalzata nel punto del comune contatto 
su la linea dei centri. 

TEOREMA XVIII. 

3i!i. Se la disianza dt' centri di due circonfetenze è 
minore della somma de* loro raggi , e nel tempo stesso 
maggiore della loro differenza y queste due circonferenze 
si toglieranno. 

Perocché se non si tagliassero , o si toccherebbero in un 
punto solo, o non s'incontrerebbero in verun punto; nel i.^ 
caso la distanza de' centri esser dovrebbe uguale alla somma 
de' raggi, o uguale alla loro differenza ^; nel a.® caso la '^3 io. 
distanza de' centri sarebbe maggiore della somma de' raggi , 
o minore della loro differenza *\ in ambedue i casi ne verreb- '* 3 io. 
be una conseguenza contraria all' ipotesi. 

TEOREMA XIX. 

3i3. Se la distanza de* centri di due circonferenze è 
uguale alla somma decloro raggi , queste due circonferenze 
si toccheranno esteriormente; se tal distanza è uguale alla 
differenza dei raggi le due circonferenze si toccheranno 
interiormente. 



Perocché se non s' incontrassero , o si tagliassero ne con* 

3 IO. 
TEOREMA XX. 



seguirebbe una manifesta impossibilitk contraria alle ipotesi*. * 3o8. e 



3è^, Le parti di due corde BF, DE che si tagliano pìg. tot. 
nel circolo sono invetsamenie proporzionali. 

Gonducendo BE, e DF sì avranno i due triangoli 

7 
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A B E ^ Ai) F simili ; iofalti gli angoli in A sono uguali 
come opposti al. vertice , e gli angoli B e D sono uguali 
come misurati dalla metà dello stesso arco EF. Dunque sark 

BAlADi: AElAF; 

donde si rileva che una parte della corda B F sta ad una 
parte della corda DE^ come l'altra parte di questa sta 
all'altra della prima ; lo che si esprime con dire che le parti 
di due corde BF^ DE che si tagliano nel circolo, sono 
inversamente proporzionali. 

3i5. Corollario /. Dalla precedente proporzione si ri- 
cava che BAy,AF^^ADy(,AE\ dunque il rettan- 
golo delle due parti d' una delle 'corde è equivalente al 
rettangolo delle due parti dell' altra; 
Fì<'. ioa. ^i6' Corollario II. Sia ED una corda perpendicolare 
al diametro 5 i^; avremo BA: AD i: AE \ A F , ov 
* 279, vero , poiché AD t^ AE*^ 

ba:ae::ae:af; 

donde segue che la perpendicolare E A abbassata da un 
punto della circonferenza sul diametro è media proporzio- 
nale fra i due segmenti BA^AF del diametro stesso. 
317. Scolio. 11 triangolo BEF rettangolo in E «om- 

'^ 335. ministra anch' esso la medesima proporzione*^ e più que- 
st' altra 

*a36. bf: be::be:ba\ 

dalla quale risulta che ogni corda BE è media propor- 
rionale fra il diametro ed il segmento adiacente. 

TEOREMA XXI. 

Figt io3. ^'^' ^'^ secanti AB ^ AD che partono dal medesimo 
punto A , e terminano alla circonferenza , sono inversa- 
mente proporzionali alle loro parti esterne A F ^ A E. 

Conducendo BE, DF i triangoli ABE, ADF sa- 
ranno simili ; infatti essi hanno uu angolo in A comune , 
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e gli angoli B 9 D uguali come misurati dalla metà dello 
stesso arco E F» Dunque avremo 

ab:jd::ae:jf, 

come si doveva dimostrare. 

3ig. Cor(dlario. Rilevasi dì qui essere il rettangolo 
AB y, AF equivalente al rettangolo AD X A E. '<« 

3ao. Scolio, Le due proposizioni xx , e xxi costituiscono 
veramente un solo teorema che può enunciarsi cosi ; se due 
$ecanti s* incontrano nel cìrcolo o fuori del circolo , le 
quattro parti loro , comprese fra il punto d* intersezione e 
la circonferenza , sono inversamente proporzionali^ 

m 

TEOREMA XXII, 

321. Se da un punto A preso fuori elei circolo si con' Fig. 104. 
diu:e una tangente A F, ed una secante A D , la tangente 
sarà media proporzionai^ fra (a secante A D eia sua parte 
esterna A E^ 

Si conducano le corde FE^ FD\ ne risulteranno i 
triangoli A FD , A FÉ simili ; poiché essi hanno l'angolo 
A coinune, e l'angolo AFE formato dalla tangente A F 
e dalla corda FE^ uguale all'angolo iscritto ADF"; duu- * 384. 
que questi triangoli daranno la proporzione 

ad:af::af:ae. 

3aa. Corollario, Laonde il quadrato A F della tangen- 
te sarà equivalente al rettangolo AD X, A E compreso 
fra la secante e la sua parte esterna* 

TEOREMA XXIII. 

3a3. Ogni poligono regolare può essere iscritto e circO' Fig. io5. 
scritto ad un circolo, 

1.^ Sia AB CD ec.» nn poligono regolare; dividendo 
in due parti uguali ciascuno degli angoli A e B avremo il 
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triangolo AOB isoscele ; qaiodi conducendo O C i trian- 
goli AOB t BOC poiché hanno un angolo uguale in B 
compreso fra lati respetti vamen te ugnali » saranno uguali ; 
dunque OB =9 OC ^ e V angolo C sarà esso pure diviso 
in due parti uguali dalla retta O C, Ora conducendo O D 
shr proverà nello stesso modo essere OC^mOD e cos^ di 
seguito. Adunque il punto O essendo ugualmente distante 
da tutti i vertici del poligono , sarà il centro del circolo , 
che avendo il raggio O ^ , si può circoscrìvere al poligono 
medesimo. Dunque il poligono regolare può iscriversi in un 
circolo. 

a.® Le corde uguali AB^ BC, eo», sono equidistanti 
dal centro; dunque le perpendicolari abbassate dal centro 
O su le corde medesime saranno uguali ; perciò la circonfe- 
renza descritta dal centro O e col raggio uguale ad una di 
esse perpendicolari toccherà tutti i lati del poligono; di più 
i punti di contatto saranno i punti di mezzo degli stessi lati. 
Dunque il poligono regolare può essere circoscritto al circolo. 

324* Scolio 1, Il punto O centi'o comune del circolo 
iscrìtlo, e del circolo circoscritto , si considera pure come 
centro del poligono } cosicché l'angolo AOB formato da 
due raggi del circolo circoscritto condotti alle estremità di 
un lato A B , chiamasi angolo al centro del poligono^ 

Poiché tutti gli angoli al centro del poligono sono uguali 
fra loro , e la loro somma e uguale a quattro angoli retti é 
manifesto che il valore dell* angolo al centro si troverà 
dividendo quattro angoli retti pel numero dei lati del po- 
ligono. 

SaS. Scolio li* lia perpendicolare OI abbassata dal 
centro sopra uno dei lati, del poligono, divide l'angolo al 
centro ^ O ^ in due parti uguali. Infatti essendo il triangolo 
AOB isoscele la perpendicolare O / abbassata su la base 
'^gu AB ^ divide l'angolo al vertice in due parti uguali \ La 
perpendicolare medesima , che é quanto dire il raggio del 
circolo iscritto, si chiama talora apotema del poligono 
regolare. 
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TEOREMA XXIV. 



3m6. Se $i divide, la circonferenza in un numero gualun* ^Ì8* i<^* 
que di parti uguali; i .^ unendo progressivamente i punti di ^ 
divisione A, B, C, ec, con altrettante corde , si avrà un 
poligono iscritto regolare ; i.^ conducendo pei punti di di- 
visione altrettante tangenti, si avrà un poligono circoscritto 
anch' esso regolare, 

1.* Iiifatiì nel polìgono iscritto gli angoli À , B , C, ec, 
saranno uguali come iscritti in archi' uguali*, ed i lati AB, * 285. 
BCt CD, ec, saranno -uguali come corde di archi uguali. 

a.^ Rispetto al poligono circoscritto è da osservare che i 
triangoli isosceli * AHB, BIC, CKD, ec.» sono ugua- *^94« 
li , avendo essi un lato uguale contiguo ad angoli tutti uguali 
fra loro, come misurati dalle metà di archi uguali ad 
AB*i perciò gli angoli H^ /, K, ec, saranno uguali, * 284. 
ed AH^HB = BI ec., cioè i lati GH. HI, IK, ec, 
saranno essi pure uguali. 

TEOREMA XXV. 

317. V area et ìtn poligono ABC D circoscritto ad Fig. 107. 
circolo ha per misura il suo perimetro moltiplicato per 
la metà del raggio del circolo iscritto. 

Dal centro O del circolo si conducano le rette O A , 
OB, OC, ec; il poligono risulterà decomposto io tanti 
triangoli quanti sono i suoi lati ; e prendendosi i lati del po- 
ligono per basi di questi triangoli il raggio O I del cir- 
colo iscritto sarà la loro comune altezza ; cosicché le loro 

j . .„ 0/ -,^ 01 
aree avranno per misura 1 prodotti A B . , B C . , 

CD Y^ , ec; la somma dei quali è espressa da 

{AB-JhBC-^CD + ec.) X — * ; cioè dal perimetro del * *^^' 



un 
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poligono molli pi icato per la raelk del raggio del circolo 
iscritlo; dunque l'area d'un poligono circoscritlo ad un 
circolo ha per misura il proprio perimetro moltiplicato per 
la metà del raggio del circolo iscritto. 

3^8. Corollario /• L' area d' un triangolo può essere 
espressa dal suo perimetro moltiplicato per la metk del rag- 
gio del circolo iscritto ; infatti in ogni triangolo può sempre 

* 3o4. iscriversi un circolo *. 

3^9. Corollario II, L' area del poligono regolare ha per 
misura il suo perimetro moltiplicato per la metk del raggio 

* 325. del circolo iscritto » cioè per la metk della sua apotcma *, 

TEOREMA XXVI. 

Fig, 108. 33o. / perimetri dei poligoni regolari éH un medesimo 
numero di lati stanno come i raggi dei circoli circoscritti, 
ed anche come i raggi dei circoli iscritti; le loro superficie 
Stanno come i quadrati di questi medesimi raggi. 

Sieno j4 B ^ ei ab i lati di due poligoni regolari simili ; 
O ed o i loro respettivi centri ; AO , ed ao i raggi dei 
circoli circoscritti, e le perpendicolari 0Z> , ed od abbas- 
sale dai centri sopra i lati i raggi dei circoli iscritti. Avendo 
i poligoni il medesimo numero di lati gli angoli al centro 
AO B , aob saranno uguali ; e consegueniemente anche gli 
angoli AO D ^ a od essendo le metk degli angoli al cen- 

* Stf5. irò *f saranno uguali ; dunque i triangoli A DO ^ a do si- 

mili , ed i triangoli A BO^ a ho anch'essi per conseguenza 
simili , daranno le proporzioni 

A B : ab :: o A : óa :: o D : od', 

ma i perimetri dei due poligoni , poiché essi sono simili , 
stanno come i loro lati AB, ab, e le loro superfici come 
i quadrati di questi lati , dunque i perimetri dei poligoni 
staranno pure come i raggi OA, oa dei circoli circoscritti, 
o come i raggi OD, od dei circoli iscritti , e le loro super- 
fici come i quadrati dei raggi medesimi. 
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33 1. La differen%a dei perimetri di due poligoni regch 
lari V imo iscritto in nn circolo , V altro circoscritto > e 
quella eziandio delle loro superficie » possono riuscire mi" 
nari di qualunque quantità data. 

Sì conducano due diametri perpendicolari ; essi divide- Fig. 106. 
ranno la circonferenza in quattro archi uguali ; dividendo 
ciascuno di tali archi in due parti uguali » divideremo la 
circonferenza in otto parti uguali, e così continuando inde- 
finitamente la bisezione degli archi , potremo pervenire a 
dividere la circonferenza in un numero di parti grande 
quanto vogliamo. Ad ognuna di queste divisioni della cir- 
conferenza corrispondono un poligono iscritto» ed un poligo- 
no simile circoscritto* ; i perimetri di tali polìgoni staranno * 3^6. 
fra loro come le respettive apoteme O X ^ OA^ e le loro 
superfici come i quadrati delle apoteme medesime* ; ma è da '^ 55o. 
osservare che quanto più l' arco A B k piccolo tanto più è 
grande Papotema O X*^ essendo essa la distanza della corda '^ 399. 
di quest'arco dal centro; cosicché moltiplicandosi il numero 
dei lati dei poligoni V apotema O X tenderà ad uguagliare 
l'apoiema OA^ la quale è costante per tutti i poligoni 

OX OX* 

circoscritti, ed i rapporti A j f il primo uguale al 

O A 
rapporto dei perimetri , l' altro uguale a quello delle super- 
fici si approssimeranno continuamente all' unità ; dunque i 
due poligoni si possono determinare in modo che la diffe- 
renza dei loro perimetri, e quella delle loro superfici riescano 
minori di qualunque quantità data. 

33t2. Scolio /. Poiché la circonferenza ed i perimetri dei 
poligoni regolari sono lìnee convesse*, ne viene che una cìr- ♦ i35 , e 
conferenza é minore del perimetro di qualunque poligono . ^^* 
ad essa circoscritto, e. maggiore del perìmetro di qualunque 
poligono in essa iscritto*; i perimetri adunque P e P^ dì * 143. 
due poligoni regolari simili l'uno circoscritto, l'altro iscritto 
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ili un cìrcolo , comprenderanno la circonferenza C di qnesto 
circolo ; e poiché la loro differenza P — F* può supporsi 
minore di qualunque quantità data « questi perimetri si po- 
tranno considerare come i limiti della medesima circonfe- 
renza. 

333. Scolio II, Parimente la superficie S d'un circolo 
e evidentemente minore di quella di ogni poligono circo* 
scritto, e maggiore di quella di ogni poligono iscritto ; duu- 
que le superfici s ed s' di due poligoni regolari simili l'uno 
circoscritto , l' altro iscritto in un circolo comprenderanno 
la superficie S di questo circolo ; e poiché la loro differenza 
5 — s' può supporsi minore di qualunque quantità data » 
queste superfici si potranno considerare come i limiti del 
medesimo circolo •$. 

334 • Scolio III, Sia R il raggio della circonferenza C 
cui é circoscritto P ed iscrìtto P*; r sia il raggio della cir- 
conferenza iscrìtta in P'; 

sarà p : P' : : « : r 

ma ^:--/i:r; 

a 2 

dunque , moltiplicando queste due proporzioni termine a 
termine, avremo 

p X ? : i" X ; : : /p : r» 

e poiché OXt ora rappresentato da r, moltiplicandosi i 
iati dei poligoni si approssima continuamente ad OjÌ ossia ad 

R , perciò il rettangolo P' X ^ si approssima continuaoCien* 



te al rettangolo P X — ; àeì che ci rendeva indiretta ragio- 

*Z5^. ne anco il lemma dimostrato*, essendo questi rettangoli 
re$pettivamente equivalenti alle superfici s, s'; dunque la 
differenza di questi due rettangoli potrà riuscire piccola 
quanto vuoisi. 

Ma poiché la ciixoulerenza é minore di P e maggiore 
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di P^ ed A è maggiore dì r ; dunque il reiungolo C X ~ 

costituito dalia circonferensa C e dalla metà del suo raggio è 

R r 

mÌDore di P X — > ^ maggiore di P X -• I» conseguenza 

di tutto ciò questi due rettangoli si possono considerare come 

i limiti del rettangolo C X *~ • 

TEOKEMA XXVIl. 

335. Le circonferenze dei circoli stanno fra loro come 
i raggi , e le loro superfici come i quadrati dei medesimi 
raggi. 

1.® Sieno C e e due circonferense , A ed r i loro raggi» 

.Ce 

dico che i rapporti -jr, — sono uguali. Rappresentando P e 

p ì perimetri di due poligoni regolari d'un medesimo numero 
di lati circoscrìtti alle due circonferenze , e P^ e p' ì perì« 
metri di ^due poligoni iscritti simili ai precedenti » la circon- 
ferenza C sarà compresa fra i perimetri P e P', e la cir- 
confereoza e lo sarà fra i perìmetri p e p'. Da ciò segue 

. P P' . C 

che i rapporti -^» -^ compren4pno il rapporto ^; «<! ì rap- 
porti *^f *- comprendono essi pure il rapporto - . Ma 

P p P' p'* . .'Ce , , •SSo, 

^ ■• — f ^ «= - , dunque i rapporti -= , - sono ambedue 

p p 
compresi fra i limiti "» • » ; i quali » per la natura dei loro 

numeratori*, differiranno fra loro d'una quantità, che potrà * 33i. 
riuscire minore di qualunque quantità data , stantechè il 
loro comune denominatore R qualunque sia il numero dei 
lati dei poligoni P e P' rimane sempre lo stesso; dunque * * 178. 
C £ 
iJ — r' 

a.® Sieno 5 ed 5 le superfici di due drcoli ; dico che i 

.Ss -. 

rapporti ^, -^ sono uguali. 
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* 33i. Poneodo raeote allo Scolio II. del Lemma ^» la dimostra- 

zione poli'h farsi in un modo analogo al precedente. 

336. Corollario I. I raggi di dne circonferenze stanno 
evidentemente come i loro diametri ; dunque due circonfe- 
renze di due circoli stanno anch' esse « come i loro diametri 
e le loro superfici come i quadrati dei medesimi diametri. 

337. Corollario II, 1 tre circoli descritti coi tre lati d'ao 
Fig. 109. triangolo ABC rettangolo presi per diametri staranno fra 

loro come i quadrati dei medesimi lati ; ma il quadrato della 
ipotenusa AB equivale la somma dei quadrati degli altri 
due lati AC^ BC\ dunque il circolo descritto su la ipote^ 
Dùsa equivale alla somma dei circoli descritti sopra i due lati 
deir angolo retto. 

Conseguentemente il semicircolo AECGB equivarrà 
alla somma dei due semicircoU ADC^ CFB; donde si 
ricava che il triangolo rettangolo A C6 equivale alla som- 
ma dei due spazi curvilinei ADCE ^ B FCG i quali son 
detti lunule, 

338. Corollario III, Poiché gli archi simili stanno fra 
loro nella ragione delle circonferenze cui appartengono , ed 

* 374, i settori simili stanno come i circoli ^, ne consegue che gli 

archi simili stanno pure come i respettivi raggi « ed i settori 
simili come i quadrati dei raggi medesimi. 

TEOREMA XXVin. 

339. Varca del circolo ha per misura il prodotto della 
sua circonferenza per la metà del suo raggio. 

Sia R il raggio del circolo , C la sua circonferenza , S 
la sua superficie \ P e P* sieno ì perimetri dì due poligoni 
regolari V uno circoscritto, l'altro iscritto ad esso circolo, ed 
s , s' le loro superfici ; finalmente sia r il raggio del circolo 
iscritto nel poligono P*, 

* iZò, Le superfici 5, sf dei poligoni sono i limiti del circolo S** 

R r 

D' alua parte i rettangoli P X — » P' X - «ono i limiti del 

rettangolo CX -* costituito dalla circonferenza C e dalU 
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mela del SUO raggio H*. Ma i — P X-^. s'^PX-ì *33 

dunque il circolo 5 , ed il retlangolo C X ~*- si trovano 

ambedue fra i medesimi limiti, cioè fra ì due poligoni 
P y P^ la cui differenza può riuscire minore di qualun- 
que quantità; dunque i rapporii del circolo S^ e del 

rettangolo C X — ^^ u°d comune unità superficiale , si 

trovano ambedue fra i rapporti dei due poligoni P, P* alla 
medesima unità , la differenza de' quali potrà considerarsi 
minore di qualunque quantità data; dunque il rapporto del 
circolo S all' unità è uguale al rapporto del rettangolo 

C X — all'unità medesima; dunque il circolo è equivalente 

al rettangolo costituito dalla sua circonferenza e dalla metà 
del suo raggio , o in ai tri termini il circolo ha per misura la 
sua circonferenza moltiplicata per la metà del suo raggio. 

340. Scolio, Rappresentando colla greca lettera ir il 
rapporto Costante della circonferenza al diametro « come si 
pratica dalla più parte dei geometri , una circonferenza 
qualunque di cui D sìa il diametro, ed ti il raggio» potrà 
rappresentarsi colla formula ttX^» o itX^* 

Laonde » poiché la superficie del circolo ha per misura 
la sua circonferenza moltiplicata per la metà del raggio, 
ossia pel quarta del diametro, moltiplicando t X i^t o 
a ir X ^ f per x D , o per ) R , avremo le formule ^ tt Z>*, 
o vR^ delle quali la prima rappresenterà il circolo di cui 
Z> é il diametro , V altra rappresenterà il circolo il cui rag- 
gio è R. 
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PROBLEMA I. 

34i- Trovare un jnaUo le ad distanze dal punto A e Fìg. no. 
dal punto B sieno uguali ad una distanza data CD. 

Fatto centro in A e con un raggio ugnale alla distanza 
CD s\ descrìva un arco , fatto centro in £ e col medesimo 
raggio si descriva an altro arco che tagli il precedente ; 
l' intersezione F di questi due archi sarà il punto richiesio. 
Infatti le distanze di F dal punto A , e dal punto B sono 
uguali alla distanza data CD. 

34a- Scolio. Il punto F sarà situato sopra la perpendi- 
colare EG inalzala sul mezzo E della retta AB*. É * loo. 
siccome ^£ è la più corta distanza del punto A dalla 
perpendicolare medesima , perciò onde abbia luogo l' inter- 
sezione F degli archi conviene che il loro raggio , ossia la 
distanza data CD 9 sia maggiore della i|ietà di AB. 

PROBljiEMA II. 

343. Trovare un punto che sia nella medesima direzione Fig. m. 
di altri due punti dati A e B. 

Dai punti A e B come centri si descrìvano col medesi- 
mo raggio o con raggi diflTerenti due archi che s' incontrino 
in Cp ed'm D. Ogni punto K equidistante da C e da Z> 
sarà nella medesima direzione dei punti dati A e B. 

Infatti la retta che congiunge i centri di due circonferenze 
che s'incontrano è perpendicolare alla retta che unisce i 
punti d' intersezione e la divide in due parti uguali; dunque 
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Ogni punto equidistante da C e da /> si trova sopra la ncr^ 
pendicolare che si potrebbe inalzare su] oieszo della retta 

* loi. che congiungesse il pnuto C col punto D ^; dunque i punii 

A f B f K trovandosi tutti sopra questa perpendicolare , 
saranno nella medesima direzione. 

344- Scolio /. Come sì è trovato il punto K cosi se ne 
troveranno molti altri nella medesima direzione di ^ e B\ 
ed è chiaro che tra essi potrà mettersi la necessaria continuità 
onde la linea che si può far passare per tutti questi punti 
non presenti alcun sensibile seno » cioè non devii sensibil- 
mente dalla linea retta. 

345. Scolio II, Ma troppo lunga sarebbe questa pratica 
per la descrizione di una lineii retta , e perciò si fa uso della 
riga, della cui esattezza si può giudicare facendone scorrere 
il lembo su tre punti A^K^B che sieno rigorosamente 
nella medesima direzione. 

PROBLEMA III. 

346. Condurre una perpendicolare ad una linea retta 
data, 

Fis* iia* ^'^ ^^ perpendicolare debba dividere in due parli uguali 
la retta data AB, Si cerchino due puqti M , N respettiva- 
mente equidistanti da A e ó^ B^ e si tiri la linea retta 
MN 9 questa sarà perpendicolare ad AB e la dividerà in 

* 101. •" ^"^ P^"*'' uguali *. 

Flg. ii3. ^ ^ ^^ perpendicolare debba inalzarsi sul punto dato C 
Fatto centro in C, e con un raggio qualunque si descrivano 
i due archi A e B\ dipoi si cerchi uu punto M equidi- 
stante da >^ e da B , e si conduca M C\ questa sarà la 
perpendicolare richiesta. Infatti il punto M essendo ugual- 
mente distante da >4 e da j? appartiene alla perpendicolare 
inalzala sul mezzo ài BC. 

p. . 3.^ La perpendicolare debba inalzarsi su la eslren^ità A 

della retta AB, Da un punto arbitrario C come centro. e 
col raggio CA Sì descrìva un arco che incontri AB iu Z>; 
pei punti C e D sì conduca la retla CD^ |a quale dovrà 
esser piojungata «ino all' iocooiru F dell' arco uiedesictto ^ 
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la retta FA sarà la perpeodicolare richiesta. Infatti f D k 
un diametro , e l' arco FA D è una mezza ^irconferenza , 
e siccome ^ è un punto di questa circonferenza l' angolo 
iscrìtto FAD sarà retto*. *a86. 

4-° La perpendicolare debba abbassarsi dal punto M Fig« ii5« 
sopra la retta A B. Dal punto M come centro e con un 
raggio sufBcen temente grande si descriva un arco che tagli 
la linea AB nei due punti C^ D\ quindi si segni uu 
punto N ugualmente distante da £7 e da Z> , e si conduca 
MN\ questa sarà la perpendicolare richiesta. Infatti i punti 
M ed JVsono respettivamente equidistanti dai punti Ce O, 

PBOBLEMA IV. 

347- ^^^ punto A della linea AB fare un angolo ugua- Fjg. 1 16, 
le all' angolo dato M, 

Dal vertice M come centro e con un raggio qualunque 
jii descrìva un arco FÉ le cui estremità sieno su i lati 
dell' angolo ; dal punto A come centro e col medesimo 
raggio si descriva l'arco indefinito CE\ dipoi con raggio 
uguale alla corda EF e dal punto C come centro si descri- 
va un altro arco che tagli in D l' arco indefinito CE ^ e si 
conduca A D\ l'angolo DAC sarà uguale all'angolo dato 
M, Imperocché i due archi FÉ ^ DC hanno raggi uguali 
e corde uguali *; dunque essi sono ugnali ; dunque gli angoli * a68. 
M ed A cui essi servono di misura sono parimente uguali*, * a65, 

PROBLEMA V. 

348. Dividere un arco o un angolo dato in due parti Fig< n/t 

uguali. 

« 

I .® Debbasi dividere in due parti uguali l' arco B C. Si 
cercheranno due punti A e D respettivamente equidistanti 
dalle estremità B, C dell'arco dato, e si condurrà la retta 
A D'y il mezzo dell' arco sarà il punto F ove tal retta in« 
contra l' arco medesimo. Imperocché la retta A D risulta 
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perpendicolare alla corda BC^ 9 divide questa corda ed il 
* 975. sao arco in due parti uguali *• 
rì$. 118. s.^ Debbasi dividere l'angolo BAC\n due pani uguali. 
Primieramente si descrìverà dal vertice A come centro l'ar- 
co BC^ quindi si cercberii un pnnto D equidistante dalle 
estremità B eC dell' arco medesimo , e si condurrà la retta 
AD ^hi quale dividerà l'angolo dato A in due parti ugna- 
li. Infatti quando si osservi che ^ è un punto equidistante 
da 1^ e C» come lo è Z> , si vedrà come il punto F sia il 
messo dell'arco BC^ cosicché essendo ugnali gli archi 
BF, FC gii angoli BAF, FA C sono essi pure uguali. 

PROBLEMA Yf. 

Fig. 1 19. 349* P^^ «n punto daio E condurre una parallela alla 
'linea retta data AB, 

Preso un punto K a piacere da esso come centro , e col 

raggio KE Sì descrivano due archi l'uno E C, l'altro D G 

indefiniti ; dipoi si prenda del medesimo arco indefinito una 

parte DFmmEC^ e si conduca EF^ che sarà la parallela 

* dgo. richiesta^. 

PROBLEMA. Vir. 

Fìg. lao. 3So. Costruire un triangolo essendo dati tre de' suoi 

elementi , purché fra essi trovisi almeno un lato. 

» 

i,^ Siano dati i tre lati. Ck>ndurremo AB uguale ad 
uno di questi lati ; dal punto A come centro « con raggio 
ugnale ad un secondo lato descrìveremo un arco, e dal 
punto B come centro , con un raggio uguale al terao lato 
descriveremo un altro arco, quindi dal punto C^ ove questi 
archi s' incontrano , condurremo le rette CA ^ CBf per le 
quali si avrà il richiesto triangolo ABC. £ da notare che 
tal costruzione soppone che A B sia minore della somma e 
»g5, maggiore della differensa di AC^ e CB*» 
Fig. lai. 7*^ Sieno dati due angoli ed un lato. Se il lato sarà 
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comune ai due angoK dati » descriveremo questo lato A B , 
ed alle sue estremità faremo gli angoli Z>^j?, EBA ugnali 
ai due angoli dati condocendo opportunamente le rette AD^ 
BEt le quali incontrandosi. in Cp determineranno il trian- 
golo richiesto. 

Se il lato A B dovesse essere opposto ad uno dei due ^19. i:ia; 
dati angoli 9 si farà l'angolo DAB uguale all'anfi;olo dato 
contiguo ad Afit « l'angolo DAE uguale all'altro an- 
golo dato e si condurrà B C parallela ad AE*\ ABC sarà * 349. 
il triangolo richiesio. Infatti l'angolo AC fi opposto ad 
AB ^ uguale air angolo DAE» 

3.® Sieno dati due lati ed un angolo. Fig. ia3. 

Se l' angolo dovrà esser compreso fra i lati dati forme* 
remo un angolo A uguale all' angolo dato , e sopra i suoi 
lati preoderemo le parti AB ^ AC respettivamente uguali 
ai due lati dati, e condurremo BC^ con che avremo il 
triangolo richiesto. 

Se uno dei lati dovrà essere opposto all' angolo dato . Fig. »84* 
fatto l' angolo A uguale all' angolo dato, e presa sopra uno 
de' suoi l4ti la parte A C ugnale al lato dato contiguo all'an- 
golo medesin^o, dal punto C come centro e con raggio uguale 
all'altro lato dato si descriverà un arco, il quale taglierà 
AB ia due punti Beh, Or se avverrà che questi due punti 
sieno dalla medesima parte del vertice ^> lo che avrà luogo 
quando sia CB <z CA ^ due saranno i triangoli che n&cl* 
yeranno il problema » cioè A CB 9 A Co, 

Se poi uno dei punti d' inlerseaione B^^ sarà alla destra 
di ^, l'altro h' alla sinistra, nel qual caso dovremo avere 
CB' >> Cj4 * il solo triangolo A Cft^ corrisponderà agli 
elementi dati. 

Ben si comprende che tal costruzione non potrà aver 
luogo qaando si abbia il lato opposto all' angolo A minore 
liéUa per^iendicol^re abbaftsat^ dal punto C sopra 4 fin 
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PROBLEMA Vili. 

7ig. 125. 3ii. CoanUre un paralltlagrtamno tMtendo dati un 
angolo , e i due lati che lo comprendono. 

Avendo fatto l'angolo jÌ aguale all' angolo dato fi pren- 
dano iu ì suoi lati, le diie parti AB^ A C uguali ai due lati 
dati ; quindi dal punto B come centro, e con raggio uguale 
ad AC A descriva un arco , e dal punto C come «entro con 
raggio uguale ad AB si dencriva un altro arco che incontri 
il primo in Z>; e condocausi le rette DB ^ DC\ la figura 
ABDC sarà il paraUe)ograciinio richiesto, lufatti CD^tAB^ 

• laj. BD ^AC*. 

35ts. Scolio. Quando l'angolo -^^i^ fosse retto la figura 
ABDC sarebbe un rettangolo; e se di più i lati AB^ AC 
fossero uguali la figura medesima sarebbe un quadrato. Per 
l' indicata costruiione potrà adunque farsi un rettiMig<Jo di 
cui sieno date le dimensioni , e costruirsi uo quadrato sopra 
una data linea. 

PROBLBM/k IX. 

■ 

Fig. 12^, 3S3. Tro\fare il centro d'nn circolo o d' un arco dato. 

Sì prendano su la circonferenxa tre punti a piacere A , 
R^ C; si congiungano questi punti o si suppongano con- 
giunti per le relte AB « BC'y su le quali s' inalKeranno due 
"^ 3^6. 1.^ perpendicolari* da cui esse rette sìeno divine in parti uguali *; 
il punto d' incontro O di queste perpendicolari sarà il cen- 

* 3qo, tro richiesto *. 

354. Scolio* Si può far uso della medesima costrqaionp 
per far passare una circoiiferenaa per tre punti dati A f B^ 
C\ come pure per circoscrivere una circonferenza «d uq dato 
triangolo A B C. 



REI^ATltl il QUATTRO f*91|il LMIIIi 113 

PROBLEMA X. 

355. Per un punio dato condurre una tangente ad un 
circolo. 

I .® Sta il .punto dato tu la circonferenza \ condurremo 
un raggio al punto medesimo ; ed alla estremità di questo 
raggio inalzeremo una perpendicolare , la quale sarà la tan- 
gente cercata *. * ^80. 

a.<> Sia il punto fuori del circolo , per esempio , in ^. Fi^. 1^7* 
Uniremo il punto ^ ed il centro colla retta ^B; dividere- 
mo AB ìa due parti uguali nel punto O; da questo punto 
come centro e col raggio OA descriveremo una circonferen- 
za che taglierà l' altra circonferenza pei due punti C, Z> ; i 
quali congiunti col punto A determineranno le due tangentr 
A C t AD che si possono condurre da questo punio A al 
circolo dato. Infatti conducendo i raggi BC^ B D $ì vedrà 
che gli angoli ACBf ADB^ V uno iscritto nel semicircolo 
AC B ^ V altro iscritto nel semicircolo A D B ^ sono retti ; 
dunque AC^ A D sono ambedue perpendicolari alle estre- 
mità dei raggi BC^ BD\ dunque ^ne sono tangenti al, 
circolo dato. 

PROBLEMA XI, 

356. Per ie due estremità della linea data AB far Fig. ia$. 
passar^ al di sopra di questa linea un arco tale che ttUti 

gli angoli in esso iscritti sieno uguali ad un angolo dato; 
(iioè descrivere sopra AB un segmento capace di tale 
aiuolo. 

Al di sotto di AB si faccia un angolo AB F uguale 
all'angolo dato; pel punto B si conduca una perpendicolare 
PG a ^F, la quale si dovrà porre al di sopra o al di sotto 
dì A B secondochè l'angolo ABF sarà acuto , o ottuso ; di 
poi sopra AB s' inalzi la perpendicolare IK che la divida in 
due pani uguafU nel puqto Ì*\ il pimtoO ose IK e BG *^^' ■•" 
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■ * » 

s' iqcoalrerariDo sarà il centro, donde col raggio OBe=aOA 
dovrà descriversi al di sópra òì /iB l'arco richiesto. Impe- 
rocché B F , perpendicolare all' estremità del raggio , sarà 
tangente, e l'angolo AB F costituito da i^na tangente e da 
uqa corda s^vrà per misurala metà dell'arco AHB\ ma 
AB F i per costruzione uguale all'angolo dato; dunque 
ogni angolo iscritto nell'arco AMB^ avepdo anch'esso 
j^er misura la metà dell' arco AHB ^ sarà ugaiile all'ango- 
ìq ds^to. 
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357. Dividere una linea in un numero dato di parii 
uguidi , o in parti vroportionaii a più linee date, 

i^ig. la^. 1.0 Debbasi dividere la linea A B in sette parti uguali. 
Dall' estremità A condurremo a piacere una linea indefi- 
nita AG 9 su la quale prenderemo sette parti uguali di 
quella grandezza che si vorrà , partendo dal punto A ; uni- 
remo l'ultimo punto di divisione C col punto B} e qfiindi 
pel primo punto di divisione E condurremo una parallela 
t a3o. JSD a CB; AD sarà la settima parte dì A B*. 

Fig. i3o« 2.^ Debbasi dividere la linea AB\n tre parti proporzio- 
nali a tre linee date. Dall' estremità A condurremo la linea 
indefinita AG^ su la quale prenderemo tre parti AC^ 
CD ^ DE re^ettivamenle uguali alle tre linee date; uni- 
remo il punto E col punto B^ e pei punti € e B condur- 
remo le parallele CF ^ DH Sid EB ile quali determine* 
ranno i punti di divisione F ^ H della linea AB^ e conse- 
guentemente le sue parti AF^ FU^ HB proporziona)^ 
t a 29. ^Ic ^c linee date *. 

PROBLEMA XIII. 

358. Trovare una quarta proporzionah dopo tre linee 
date. 

\ 

rig. i3i. Sopra una medesima retta prenderemo le parti AB, 
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B C respettivamente aguali alla prima ed alla seconda delle 
tre linee date ; e sopra una seconda rètta condotta a piacere 
dal punto A » prenderemo la parte A D uguale alla terza 
linea data ; uniremo il punto D col punto B » e pel puntò 
C condurremo una parallela CE a ED ^ la quale deter- 
minerà il punto i?9 e la parte DE dhe sarà la quarta pro- 
porzionale richiesta. Perocché per la paralllela condotta 
abbiamo AB\ BC\\ AD \ DE*. * J*<«' 

359, Scolio. Nello stesso modo si troverà una terza prò* 
ponUonate dopo due linee date A ^ B\ poiché è terza prò* 
porzionale dopo le due linee A ^ B quella che è quarta 
proporsioilale dopo le tre linee A ^ B ^ B. 

i^ROBLEMA XIY. 

36d. Tro\fare una media proporzionate fra due tineè 
date. 

Sopra una medesima retta si prendano le parti AB » BC Fis* 1S2. 
respettivamente uguali alle due linee date ; e sopfa A Ù 
come didlìietro si descriva Una mezza cirdonferènza ; quindi 
dal pUfito B s' inalzi sul diametro medesimo una perpendi- 
colare prolungandola finche incontri la circonferenza in /); 
BD^ sarà media proporzionale fra AB^ BC*f cioè sarà la *Si6» 
media proporzionale richiesta. 

In altro modo; si prendano le parti AB ^ AC respetti- Pig* i33. 
vamente uguali alle due linee date *, e sopra la maggiore di 
esse, AB^ come diametro si descriva una mezza circonferen- 
za ; dipoi dal punto C s' inalzi su questo diametro una per- 
pendicolare CD y e si conduca la corda A D ; questa còrda 
sarà media proporzionale fra AB ed AC*^ cioè sarà U /3i7. 
media proporzionale richiesta* 
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à6i. ÙMdert la linea data A B in media ed estrema 
ragione, cioè in due parti per modo che la parte maggióre 
sia media proportionale fra la linea intera e Inoltra parte, 

Fig. 134. All'estremila B della linea AB s'inalzi la perpendico- 
lare BD uguale alla metk dì AB; quindi si conduca AD^ 
e dal punto D come centro col raggio È D sì descriva una 
eirconferenta che taiglierk AD m È\ A E sarà la parte 
maggiore richiesta di AB\ e portandola sopra AB^ per 
tòezzo deir arco ÉC^ sarà AC medix proporzionale fra 
CB ed AB. 

Infatti prolungando AD sino all'incontro della circon- 
ferenza in F, poiché AÉ perpendicolare all' estremità del 
raggio DB èf tangente, avremo 

^311. ae:ab::ab:af\ 

e cohsegtrentemente 

''à.e. ab^ae:af—ab::ae:ab'' 

ed oMervando che E F m^ AB ^ AE ■- AC sarà 

CB\AC\\AC\AB^ 
come si dovevUi dimostrare. 

PROBLEMA XVI. 

36a. Fate un quadrato equivalente ad un parallelo* 
graUnmo o adun triangolo dato, 

Sieno A e B V altezza e la base del pafallelogratnmo o 
del triangolo. 

Si cerchi una media propoi^zionale X fra A t B\ X 
sarà il lato del quadrato equivalente al parallelogrammo ; 
intatti dalla proporzione A\ X \\ X\B ^ ricavasi che 

AY^B^Xy, X^X". 
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Sì cérchi una media proporzionate Y fra la metk di ^ 
t B\ Y sarà il laio del quadrato equivalente al triangolo } 
infatti essendo \A\Yl\YlB, avremo ^A^B^Y^. 

PROBLEMA XVII. 

363. Fare sopra una daia linea C un rettangolo equi' 
valente ad un rettangolo dato. 

Sieno A e B l'altezza e la base del rettangola dato.* 
Si cerchi una quanta proporzionale Z dopo C, A ^ B; 
Z sarà l' altezza del rettangolo richiesto. Poiché dalla pro- 
porzione C\ A II B l Z ricavasi l' uguaglianza AX^B^^ 

cxz. 

PROBLEMA XYlII. 

364* Trovare due linee il cui rapporto sia uguale al 
rapporto' di due quadrati dati , o di due dati rettangoli, 

1.^ Costruendo un triangolo rettangolo coi lati AB ^ AC Fig.iSS. 
dei due quadrati dati « ed abbassando d^l vertice A la 
perpendicolare A M sopra l' ipotenusa i segmenti 'B D ^ 
D C staranno fra loro come i quadrati dati. Infatti es- 
sendo 2^ = BDX BC, ]7c — DCXBC*. avremo * «37. 
Tb^ : A^* : : B D X BC : D e X BC, ovvero* » 191. 

'ab\ac\\bd\dc. 

^.^ Sieno i due rettangoli espressi dai prodotti A X B 9 
C^ X ^ ; si cerchi una quarta propor^eionale X dopo B^ C, 
D ; le due linee A ed X staranno fra loro come i rettan- 
goli dati. Perocché essendo B'. CUP l X avremo J? X X 
«> C X /> ; per CUI sarà AXB l CXDnAX B l BX^ 

Il A ^ A. 

365. Scolio /. Ben si comprende che mediante la me- 
desima operazione potrebbe trovarsi in linee il rapporto di 
due triangoli. 

366. Scolio II, Trovate due- linee il cui rapporto 
sia uguale a quello di due quadrali o di due rettaogoli 
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dati è cosa facile trovarne altre due che abbiùan lo étesso 
rapporto ; di più può una di queste esser data che allora 
r altra sì determinerà colla costruzione della quarta propor- 
zionale. 

f^ROBLEBlA. XlX. 

36^. Trovare dxie tfuadtati il cui rapporto àia agitale a 
quello di due linee date, 

Pig. i36« Si prendano le dne parti BD^ ÙC ugtiali alle due 
lìfiee datey e sopra B C come diametro si descriva una Ibezza 
circonferenza; qaindi s'inalzi la perpcflidicolare DA\ le 

* 5^4. i.o cord? AB t AC saranno i lati dei quadrati richiesti^. 

368. Scolio, Conducendo fra i lati dell'angolo BAC 
una parallela qualunque bc 9i BC^ anche i quadrati delle 
linee Ab^ Ac saranno proporzionali a ÈD^ DC\ Io che 
offre il mezzo di prendere nno dei quadrali a piacere. 

PROBlEMA. XX. 

36^. Fare Un quadrato equivalente alla soMma o alla 
differenza di due quadrati. 

tti, t37. ''° DovendoM trovare un quadrato equivalente alla som* 
ma dei quadrali dati» coi lati AB^ AC dì essi si formi un 
triàngolo retténgolo i V ipotenusa B C sari il lato del qua- 
^ i4>9. drato richiesto*. 

1.® Dovendosi tfovaré un quadrato equivalente alla dif- 
ferenza dì due quadrati dati , si fòrmi itn triangolo rettangolo 
di cui AB^ lato del qoadrato minore, ne sia on lato, e 
B Cf lato del quadrato maggiore ne sia l' ipotenusa ; il terzo 
lato AC di questo triangolo sarà il lato del quadrato richie- 
sto. Infatti essendo il quadralo di ^^ uguale alla somma 
dei quadrati di A B ^ e di A Cf sar& il quadrato Ai B C 
tnetìo il quadralo ir AB uguale al quadralo di A C, 

370. Scolio, Con questa costruzione potrà trovarsi ad 
quadrato aguale alla somma di quanti quadrati si vorrà; 
poiché come a dure cr è dato sostituirne tmo , cosHf a tre 
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potremo sostituirne due » e quindi uno solo ad essi ; è oos\ 
potremo proseguire qualunque sia il numero loro. 

PROBLEMA XXL 

371 Trasformare un poligono in un triangolo equiva- 
lente. 

Sia il poligono A BCDE\ conducasi la diagonale AD pig. i38. 
che separi dal poligono il triangolo A DE\ dal vertice E 
si conduca una parallela a questa diagonale che incontri in 
F il prolungamento di BA\ quindi si conduca D F \ i 
triangoli ADE^ AD F saranno equivalenti , avendo essi 
la medesima base AD^ e la medesima altezza, poiché \ 
vertici loro E^ F sotto ambedue sopra la linea 'fF paral- 
lela BÒ A D'j perdio se al triangolo ADE sostituiremo il 
triangolo ADF^ il nuovo poligono FBCD sark equiva* 
lente al poligono A BC DE ed avrà un lato meno di que- 
sto. La medesima costruzione applicata al secondo poligono 
F B CD lo trasformerà in uri terzo ad esso equivaleitte ed 
avente un lato meno; cosicché qualunque sia il numero dei 
lati del poligono dato , proseguendo l' operazione indicata , 
agevolmente perverremo ad un triangolo equivalente ài po- 
ligono medesimo/ .. 

372. Scolio I. Per esprimere in linee il rapporto di due 
poligoni li trasformeremo primieramente in due triangoli 
equivalenti , e dipoi ridurremo in linee il loro rapporto*. *Ì6ù, 

373, Scolio II, Abbiamo veduto che ogni triangolo può 
esser cambiato in un quadrato equivalente*; laonde potremo * 302« 
sempre trovare un quadrato equivalente ad un poligono 
dato, cioè sempre potremo quadrart il poligono; che questa 
operazione è quella cui si d2i il nome di quadratura delle 
figure. 

11 problema della quadratura del citcolo, s\ famoso 
nella storia delle Matematiche, consiste anch'esso nel tro- 
vare un quadrato equivalente ad un circolo di cui sia nolo il 
diametro. Ma avendo dimostrato essere il circolo equivalente 
al rettangolo compreso fra la sua circonferenza e la meik 
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* 339. del suo raggio*, il lato del quadrato equiyalente al circolo 
iarb una media proponsiooale fra la circouferensa e la metà 
dei raggio medesimo ; cosicché il problema della quadratura 
del circolo si riduce a quello della reUificazione della circoo- 
ferenaa, che è quanto dire alla determinazione della lunghezza 
d' una circonferenza per mezzo del raggio ; lo che soppone 

* 340. che sia noto tt * rapporto della circonferenza al diametro. 
Ogni tentativo diretto ad esprìmere in numeri razionali questo 
rapporto riuscirebbe inutile» poiché é stato rìgorosamente 
dimostrato essere la circonferenza incommensurabile col suo 
diametro » e non potersi per conseguenza assegnare ad esso 
rapporto che dei valori numerici approssimativi ; ragione per 
cui la soluzione del problema della quadratqra dei circolo 
non é conseguibile in numeri. 

Archimede dimostrò che essendo il rapporto della circon- 
ferenza al diametro compreso fra 3 fy e 3 J * • il numero 
3 7 , ovvero -^ é assai prossimo a quello che abbiamo 
, rappresentato con le. Adriano Mezio trovò un valore piti 
prossimo nel numera 4tt* Dipoi t col lume de' moderni 
metodi , l' approssimazione é stata portata s\ lungi che la 
cognizione del rapporto esatto non avrebbe alcun vantaggio 
reale al disopra di quella del rapporto approssimativo (*). 
Ne basti avvertire che si e trovato 

TT aar 3, l/(l 59365358979323846 eC, 

numero , il quale con mirabile opera di calcolo é stato con- 
dotto sino alla centoquarantesima cifra. Nelle occorrenze 
ordinarie della geometria pratica , di tutta la parte decimale 
di questo numero si ritengono le tre prime cifre soltanto, 
perloché esso sì riduce a 3, 141; & suo luogo si dirà per 
quali metodi elementari si possa giungere alla cognizione di 
questo rapporto. 

(*) Legendre G^eom. Lib. IV. 
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PROBLEMA XXII. 

374* Sopra una data rtUa deserivere un poligono $imile 
ad un poligono dato. 

Dovendosi descrivere snl lato ah omologo ad AB^ uh ^'>S*75- 
triangolo simile al triangolo ABC faremo l'angolo cab^sa 
CAB^ e l'angolo cba^estCBA', le linee rette ae^ bc 
si taglieranno in e, e ab e sarà un triangolo simile ad 
ABC\ *"9. 

Dovendosi descrivere sopra ab omologo ad AB^ un 1^>g* 74- 
poligono simile ad AB CD E condurremo le diagonali 
ACf AD; quindi sopra ab omologo ad AB^ faremo il 
triangolo abc simile ad ABC; sopra a e omologo ad AC, 
faremo pure il triangolo acd simile ad ACD\ e sopra 
ad ì\ triangolo ade simile ad ADE\ e così continue- 
remmo ove il poligono dato avesse un nnmero maggiore 
di lati ; il poligono ab e de risulterà simile al poligono 
àtiìjo ABCDE*. ♦a4o. 

PROBLEMA XXm. 

475. Essendo dati due poligoni simili , coitmime tm 
terzo uguale alla toro somfna o alla loro differenza, 

Sieno A e B due lati omologhi dei poligoni dati$ si 
cerchi l' ipotenusa X d' un triangolo rettangolo di cui A e 
B sieno gli altri lati; oppure si cerchi il lato Y d'un trian- 
golo rettangolo di cui il maggiore dei lati dati A^ B ^ sia 
r ipotenusa , l'altro sia il terzo lato ; X t Y saranno i lati 
dei polìgoni l'uno uguale alla somma» l'altro uguale alla 
differenza dei due poligoni dati *; e poiché X ed Y debbono * ^4* 
essere omologhi ai lati ^ e ^ la costruxione dei poligoni 
richiesti si compirà ricorrendo al problema precedente. 
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PROBLEMA XXIV. 

1 

Fig. iSg. 376. Iscrivere un quadrato in una circanf eremo. 

Si conducauodue diametri AB ^ CD che formiDO an* 
goli retti \ e si aaiscano le loro estremità colle corde A C, 
CB, BD, DA\ laBgara ABCD m^ il quadrato ri- 
chiesto, lofatti i saoS angoli sono retti ed i saoi lati ogaali. 

PRObIema. XXV. 
Fi g. 1 40. 377 • Iscris^ere un esagono regolare in una circonferenza. 

Il lato dell'esagono iscritto dico essere uguale al raggio 
OA, Infatti sia la corda AB ngnale al raggio OA, il 
triangolo AOB sarà equilatero , e perciò equiangolo , ed 
il suo angolo AOB sarà uguale ai due ^ o { d'un retto; 
dunque l' arco >^ ^ è la sesta parte della circonferenza , e 
la corda ^ ^ è il lato dell' esagono regolare. Quindi è che 
per iscrivere l' esagono dovremo poftare il raggio sei volte 
su la circonferenza, con che torneremo sul punto stesso donde 
saremo partiti. 

378. Scolio. Essendo cos^ iscrìtto V esagono ABCDEF^ 
unendo alternaiivamenie i vertici dei suoi angoli con linee 
rette , formeremo il triangolo equilatero A C £*. 

Problema xxvi. 

3^$* tscrivert Uri decagono in una circonferenza» . 

Fig. i4i. Il lato del decagono iscritto dico essere uguale alla parte 
maggiore del raggio diviso in media ed estrema ragione. 
Si supponga il raggio OA diviso in media ed estrema ra- 
gione nel punto C\ si prenda la corda AB uguale alla 
parte maggiore OC e s\ conducano le rette BC^ O B^ 
Siccome per costru2Ìoije si ha OAlOC\l OC\ CA^ 
sostituendo AB Sid OC otterremo OAlABllABlCA, 
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donde $ì vede che i triangoli OAB^ CAB^ avendo un 
angolo comune compreso fra lati proporzionali sono simili* ; * ^^'* 
ma il triangolo OAB è isoscele , dunque il triangolo CAB 
lo sarà pure , per lo che avremo ABmmB Cmm O C\ donde 
si ricava essere l'angolo CBOssz COB ^ e l'angolo ACB 
estemo rapporto al triangolo COBf doppio dell'interno 
O; ora l'angolo ACBmmOABmmOBA. dunque il 
triangolo OA B è tale che ciascuno degli angoli alla base è 
doppio dell' angolo al vertice; dunque i tre angoli di questo 
triangolo presi insieme equivalgono all' angolo O preso cin- 
que volte f cioè V angolo O è la quinta parte di dqe angoli 
retti o la decima di quattro ; duuque l' itrco A B è la deci- 
ma parte della circoofereoaa » e la corda AB b il lato del 
decagono regolare. 

38o. Sfollo /• ^ dopo avere iscritto il decagono unire-> 
mo alternativamente i vertici de' suoi angoli formeremo il 
pentagono regolare. 

38 j. Scolio //• Osservando che ^— --^imì -^ si vedrà ch<» ^ig. t4o. 
la quindicesima parte della circonferenza è l'eccesso della se- 
sta su la decima ; dunque posto che le corde A B^ Ab sieno 
respettivanaeiite uguali ai lati dell' esagono , e del decagono 
regolar^ , la corda B b sarà il lato del poligono di quindici 
lati altrimenti detto peniadecagono, 

38a. Scolio JII. Se dopo avere iscritto in un circolo uq 
poligono regolare divideremo gli archi sottesi dai suoi lati 
in dne purti ugnigli » e condurremo le corde dei mezzi-archi 
avremo qn poligono regolare iscritto d' un doppio inumerò 
4i lati. Laonde avendo noi ii^dicato il modo di iscrivere in 
un circolo i poligopi di 4? 6f ^0,9 \S lati potremo facilmente 
iscrivere in iin circolo ^n poligono quando il numero dei 
suoj ì^tì $\^ un termine qualunque delle segaenti progreisioi4| 

4t 8, 16, 33, ec, 

6f 19, 34 f 4^» ^* 

19, ao, 4^» ^o» ec. 

\5.^ 3o, 60, lafi, ec. 
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NOZIONI PRBLIMiNARI. 



383. Ir oichè » come abbiamo veduto^, una linea retta la * Sa. 
quale ha due punti sopra un piano combacia col piano me- 
desimo in tutta la sua estensione , segue che una retta ed un 
piano non possono incontrarsi che in un pùnto. 

384* Ciò posto supponiamo che due punii A^ B à* un Fig. i^^* 
piano sieno fissi; questo piano potrà nondimeno girare libe- 
ramente intorno ad essi ; ma se incontrerà nel muoversi un 
terzo punto fisso , non situato nella medesima direzione dei 
punti A e B f allora il piano si rimarrà immobile ; cioè 1^ 
sua posizione riuscirà determinata. Quindi è che per tre 
punti non situati nella medesima direzione non può passare 
che un solo e medesimo piano, 

385. Or si uniscano i tre punti medesimi con tre linee 
rette ; ne verrà un triangolo ABC che sarà situato sopra lo 
s\essq piano; sul quale saranno pur situate le due rette AC^ 
BC che s'incontrano nel puiito C^ come anche la retta 
AC eà ogni sua parallela, e per conseguenza quella eziandio 
che potrebbe passare pel punto B. Dunque tre punti non 
situati nella medesima direzione, oppure un triangolo , o 
due rette che s* incontrano , o finalmente due parallele de- 
terminano la posizione d' tm piano - 

386. L' intersezione di due piani che si tagliano non può 
essere che una linea ; poiché se fosse una parie della loro 
superficie i due piani coiqciderebberò, e ne formerebbero uno 

solo *. Pi piA questa linea sarà retta ; poiché se tra i suoi * i6. 



ia8 BLEMEMTI DI GEOMETRIA 

punti se ne trovassero tre soli che eoa fossero nella medesima 
direzione ì doe piani passando cia^uno per questi tre punti» 
combacerebbero» cioè non si taglierebbero come si suppone; 
dunque se due piani si tagliano , la loro comune interse- 
zione sarà' una linea retta, 

38^. Una retta sarà parallela ad un piano» o un piano 
sarà parallelo ad una retta quando la reità ed il piano non 
potranno incontrarsi ancorché si prolunghino sino a qualun- 
que distanza. 

388. Pue piani poi saranno paralleli quando prolungati 
linch' essi fino a qualunque distanza non s' incontreranno. 

TEOREMA I. 

Fig. i43* 389. iSe una linea retta AP h perpendicolare a due 
altre P B, P C condotte pel suo piede in un piano M N , 
essa sarà perpendicolare ad ogni altra retta PD condotta 
anch' essa pel sua piede nel medesimo piano, 

9 

Si prolunghi AP al di sotto del piano à* qna quantità 
Pa wma PAi su le Unee PB^ P C si prendano due punti 
B e C 9L piacere; si conduca BC* e £) sia il suo punto 
d'incontro con PD\ finalmei^te si conducano te rette ^B^ 
4C. AD^ aB, aC, uB. 
^ gQ. Ciò posto poiché A Bmmaa B^ ed AC^m aC*^\ trian- 

goli ABCt aBV sono ugiiali, e per conseguensa l'angolo 
AC B =^a Cfi , e l' angolo A CI) «>■ a CD ; inguisacbè i 
triangoli A CD-^ aCD avendo un angolo uguale compreso 
fra lati uguali sono essi pure uguali » ed A D '^ aD; dun- 
que I)P avendo due punti P, fif respeltivamente equi- 
distanti dalle estremità della linea Aa k perpendicolare a 
"^ 101 • qi^esta linea \ cioè AP k perpendicolare ti P D ^eme si 
doveva dimostrare. 

390. Definizione. Una linea retta é perpendicolare ad 
fin piano qnando ^ssa é pei^pendicolare a tutte le linee che 
passano pel suo piede in questo piano. Lo che si verificherà 
ogniqualvolta essa sarà perpendioolare a due xeiie selta^lo 
coi^dott^ pel pi^nO) 
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.391. Corollario I. Da un ponto P. dato sopra un pianò 
non si può inalzare che una sola perpendicolare a questo 
piano. Infatti supposto che due se ne possano inalzare e che 
r intersezione del piano che sr può condurre per esse, Ci>l 
piano M N sia PD^ esse sarebbero perpendicolari alla 
linea PD nel medesimo punto e nel medesimo piano, lo 
che è assurdo. 

391. Corollario II, Parimente da un punto A dato 
fuori d'un piaAo non si pnò abbassare che una sola perpen- 
dicolare al piano medesimo. Poiché se due se ne potessero 
abbassare AP ed AB^ il triangolo^ ^ i^P avrebbe due 
angoli retti ; assurdo evidente. 

393. Scolio. La retta AB che non soddisfli alle condi- 
zioni cui dovrebbe soddisfare per essere perpendicolare al 
piano MN' è detta ohlixjua a questo piano; viceversa il 
piano è obliqua alla retta,* La retta P ^ esprimente la di- 
stanza fra il piede della perpendicolare ed il piede della 
obliqua chiafmasi profeziorte dell'obliqua medesima. £ l'an- 
golo ABP che- fa l' obi iqusT colla sua projeztòne appellasi 
inclinazione dell' nbliiiua sul piano. 

TEOAEMiL II. 

394* Se da un punto A situato fuori iPun piano M N pjg, ,/z 
si conducono sopra questo piano la perpendicolare AP e 
differenti oblique AB, AD, AE, ec.y i.^ la perpendi» 
colare AP sarà piit corta d'ogni obliqua AB/ a.° le obli- 
que AB, AD i cui piedi B, D si discostano ugualmente 
dal piede P della perpendicolare saranno uguali; 3.^ di 
due oblique qualunque A E, AD quella che pia si allon* 
tana dal piede della perpendicolare sarà più lunga» 

!•• La retta AP essendo perpendicolare al piano MN 
sark pure perpendicolare alla retta PB che passa pel suo 
piede» ed è situata nel piano medesimo; dunque il triangolo 
ABP sarà rettangolo in P, ed AB sopra la medesima 

9 
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retta P B s^rii obliqua} dnoque AP <,AB\ cioè la pe^ 
pcndicolare è più corta di ogni obliqua. 

1.^ Essendo P B =^ P D i triangoli rettangoli APB^ 
A PD avranno un angolo uguale compreso fra lati uguali , 
m saranno uguali ; dunque A B ^ A D ^ cioè le oblique 
che si discoslaoo ugualmente dalla perpendicolare sono 
uguali. 

3.0 Essendo PE^PD potremo fare P ^ «» P Z> , e 
condurre A B\ • sarà A B^=» A D", ma AE '>' A B^ 
dunque A E > A D^ cioè di iqe oblique quella che più si 
discosierà dalla perpendicolare è piò lu|iga. 

895. Scolio 1, La perpendicolare essendo la più corta 
linea che si possa condurre da un punto sopra un piano misura 
la vera distanza dì esso punto dal medesimo piano. 

396. Scolio II, Poiché ogni punto della perpendi<K>lare. 
A P sarebbe ugualmente distante da tutti quelli d' una cir- 
conferenza il cui centro fosse P, segue che da un punto qua- 
lunque A della perpendicolare ^d un piano si può descrivere 
una circonferenza il cui centro sia il piede della perpeodico- 
lare medesim». La retta CP perpendicolai'e ad un circolo, 
e che passa pel suo centro si chiama asse del circolo» 

397. Scolio Ut, E manifesto che da un medesimo punto 
situato fuori d' un piano si^ possono condurre quante rette 
uguali si vogliono sul piano ifledesimo. 

TSORElfA III. 

Fig. 145. 398. Se da un punto A della reUa AB obliqua al 
piano M iV si abbassa la perpendicolare AP a questo 
piano , e si congiungono i punti B e P con ima retta , la 
retta CD condotta ntfl piano MN perpendicolarmente a 
PB sarà pure perpendicolare ad A B» 

Sì faccia BC=^ B D^ e si conducano le rette PCt 

PD, AC, AD\ poiché BC^BD, avremo l'obliqua 

PC*=»PD\ e rapporto alla perpendicolare AP poiché 

♦ 394, P C itmsp b , avremo V obliqua ACss^ A D* \ dunque la 
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lìnea AB ha due elfi suoi punti j4 ^ e B ugnalnieiue di- 
slnnti dai punti C e D\ dunque CD e perpendicolare ad 
AB. 

899. Corollario, La retta CD es%e%\ào a un tempo per- 
pendicolare alle rette P B ed AB è perpeodiculare ai 
piano A B P che passa per le rette medesime. 

TKOREMA IV. 

4oo, Seta linea AP è perpendicolare al piano JkfN 
ogni linea E B parallela ad AP tara perpendicolare al 
piano medesimo 

Il piano so cui si suppongono situale le parallele AP ^ 
EB incontrerà il piano M N secondo la retta PB^ e Tan* 
gole P\B E sarà retto , senza di che E B non sarebbe pa* 
rallela ad AP. Ciò posto se nel piano M N s\ conduce la 
perpendicolare CD a. P B ^ e si tira A B ^ le^ retta CD 
dovendo essere perpendicolare al piano ABP*^ il quale è ^399. 
quello delle due parallele AP ^ EB^ &arèi pure perpendico- 
lare 9lÒ EB'j dunque E B h perpendicolare alle due rette 
PBt e C B\ dunque essa è perpendicolare al loro pipCuo 

4oi. Corollario J, Reciprocamente due rette perpendi- 
colari ad un medesimo piano sono parallele fra loro. Impe- 
roccliè se non lo fossero dal piede di una di esse si potrebbe 
condurre una parallela all'altra » la quale risulterebbe per* 
peudicolare al piano. Quindi ne Terrebbe che sopra un piano 
in uno stesso punto si potrebbero inalzare due perpendico* ^ 

lari y lo che è assurdo*. *39** 

4o3. Corollario II. Due linee A ^ t B parallele ad 
una terza Cf sono parallele fra loro ; infatti s' immagini che 
un piano sia perpendicolare alla linea C\ le linee A^ e B 
essendo parallele a C saranno perpendicolari al piano me- 
desimo ; dunque saranno parallele fra loro. 

Qui si suppone che le tre linee non siano in ud medesimo 
piano , senza di che la propoaizioue sareU>e identica a quella 
dimostrata al § ^i. 
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TEOREMA V. 



r&g. >40* 4o3. Se una retta AB situala fiori del piano Jtf N è 
parallela ad una retta qualunque CD condotta in questo 
piano , la retta A B sarà parallela al piqno medesimo. 

Le retle A B ^ CD essendo parallele sono nel medesi- 
mo piano AB CD; perciò se la lìnea AB prolungata in- 
contrasse il piano Jlf N l'intersezione non potrebbe aver 
luògo che in qualche punto della linea indefinita CD ; ma 
AB e CD come parallele non possono incontrarsi ; 
dùnque ^^ non potrk neppure tncontfare il piano M N ^ 
cioè AB sarli parallela a questo piano. 

TEOKEXA VK 

., , 1 

« 

Pig. 147. 4^4- Due piani MN, PQ respetèis^amente perpendi' 
colari ad una medesima retta A B sono parallèlL 

Infatti se non fossero paralleli prolungati sufficeutemente 
s'incontrerebbero» risultandone l'intersezione EF. Essendo 
O un punto della intersezione medesima fi conducano le 
rette AO ^ BO\ AO essendo nel piano Ikf N sarà per- 
* 390. pendìcolare ad A B\ e BO essendo nel piiano P Q sarà 
anch' essa perpendicolare 9A A B\ laonde si avrebbero due 
perpendicolari abbassate dal medesimo punto O su la me- 
desima retta ; lo che è assurdo ; dunque i piani 31 N^ PQ 
^ non potendosi incontrate sono parallela 

TEOREMA TU. 

Fig. 148. ^oi Le intersezioni AB, CD di due piani paralleli 
M N, PQ con un terzo piano B C sono parallele. 

Infatti se le linee A B 9 CD^ le quali si trovano nel 
medesimo piano ^C, non fossero parallele prolungate s' in- 
contrerebbero ; e con esse s'incontrerebbero i piani 31 N^ 
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PQ ove sono situale; lo che è impossibile esscniìo questi 
plani paralleli; dunque è pure impossibile che le linee AB^ 
CD s' iacoutrioo ; dunque quesle linee sono parallele. 

T£ORJ<MÀ YIII. 

406. Ogni linea AB perpendicolare ni piano M N h Fig. i47« 
pure perpendicolare al piano P Q parallelo ad M N> 

Sì conduca nel piano PQ apa Tetta BD a^piacere pur- 
ché passi pel punto ^, e quindi per le linee A B e B D 
si conduca un piano.; il quale incontrerà il plano Ai N 
secondo la retta AC^ che sarà parallela ad AB*, Ora * ^S* 
A3 essendo perpendicolare al piano M N k pure perpen- 
dicolare Sid A C che si trova In questo piano e che passa 
pel suo piede » e conseguentemente é perpendicolare sl BD 
parallela ad AC*; dunque AB è perpendicolare ad ogni *^^' 
retta condotta pel suo piede nel piano PQì dunque ej^sa è 
perpendicolare a questo piana 

407. Corollario. Due piani A^ B respetlivamente paral- 
leli ad un terzo C saranno paralleli fra loro. Infatti per un 
punto qualunque del piano C si conduca una perpendico- 
lare a questo piano ; essa risulterà perpendicolare ai piani 
A e B; questi adunque come perpendicolari alla medesima 

retta saranno paralleli fra loro ''. * 404. 

TEOREMA IX. 

408. £e parallele AC, B D comprese fra' due piani Fig. i48. 
paralleli MN, PQ sono uguali. 

Infatti il piano delle due parallele AC, BD incontrerà 
i piani Mlf, PQ secondo le rette AB, CD le quali 
saranno parallele*, e la figura ACDB sarà un parallelo- '^4o5. 
grammo; dunque A B mm CD. 

409. Corollario. Le parallele intercette fra i due piani 
potrebbero essere perpendicolari a questi piani ; ed in tal 
caso misurerebbero le distanze dei piani medesimi ; ^i può 
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adunque stabilire che due piani paralleli sono ugualmente 
distanti in tutta la loro estensione* 

^lo. Scolio. La più coria linea die sì possa condarre fra 
due piani paralleli è maoiiesuinente la loro comune perpen- 
dicoliire« 

TEOREMA X. 

^8* i49* ^11. Se due angoli BAC, DEF non situati nello 
stesso piano avranno i loti respettivnmente paralleli e di* 
retti ntl medesimo senso , i .® efuesti angoli saranno uguali, 
2.° i loro piani saranno paralleli, 

i.<» Si faccia AB^ED, ^C=> i?F e si conducano 
le rette AE, BD, CF, DF, BC. È manifesto che i 
due quadrilateri ABDE^ ACFE sono due parallelo- 
grammi; perlochè le rette AE ^ BD^ CF sono uguali 
e parallele fra loro, e la 6gura BCFD h essa pure un 
parallelogrammo, e BCobDF; dunque 1 triangoli ABC^ 
EDF come equilateri fra loro sono uguali; dunque l'an- 
golo BAC^DEF, 

2.^ 11 piano MN che passa per le due rette AB ^ AC 
sarà parallelo al piano PQ che passa per le due rette ED ^ 
EF\ infatti se questi due piani non fossero paralleli si 
potrebbe condurre pel punto E un piano parallelo 2A MÌÌ 
il quale dovrebbe incontrare le rette BD^ CF^ oppure 
i loro prolungamenti , in due punti d ed f differenti dai 
punti D ed F; e Sì avrebbe AE mm Bd ^^ CJ ^ e quindi 
B D ^^k Bd^ C F 'saa, Cf^ assurdo evidente. Dunque i piani 
M N f PQ , sono paralleli fra loro. 

4 12. Corollario. Se due piSLtii A B D E ^ ACFE in- 
contreranno i due piani paralleli MN^ PQ secondo le 
retiiB AC ed EF, AB ed ED gli angoU|^y^C. DEF 
saranno uguali. Perocché questi angoli avranno i lati respet* 
tivamente paralleli e diretti nel medesimo seniso. 
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TEOREMA Xf. 

4j3. Se tm rette ÀE , BD, CF non situate nel me^ 
desimo ^piano, sono uguali , e parallele , i .^ k triangoli 
ABCy E DF che si formano da una parte e dall' altra 
congiungendo le loro estremità saranno uguali , m.^ t Igro 
piani saranno paralleli, 

I.» Le figure JBDE, ACFE, JPCFD sono hia- 
nìfesiameote tre parallelogrammi; e perciò A B ^^^ E D ^ 
ACmmEF, BC^DF; dunque il triangolo ABC i 
uguale al triangolo EDF. 

X® Che il piano ABC sia poi parallelo al piano EDF 
si dimostrerà come nella proposizione precedente. 

VEOREUA xri. 

4i4* Due retSe qualunque se non sono situate nel mede* Vl§« iSo; 
limo piano , sataàho sempre situate in piani paralleli. 

Poiché posto che le due rette AB^ EF non sieno 
situate nel medesimo piano pel punto A della prima si 
conduca A C parallela ad E F, e pel punto E della se- 
conda sì conduca E G parallela ad ^ ^ ; i piani dei due 
angoli BAC^ GEF samdno paralleli''; dunque le due '^4ii. 
>*^lte ABf EF bon situale nello slesso piano, saranno 
situale in piani paralleli. 

4i5. Scolio I. Questo sistema di due piani paralleli nei 
quali sono respettivaìAente contenute le due rette AB^ EF 
è unieo. Infatti ogni altro piano che passasse per la retta 
AB e facesse parte di un tal sistema di piani paralleli, 
dovrebbe contenere anch'esso tutte le rette parallele ad EF 
che incontrano AB\ per conseguenza questo ipotetico piano 
Qon può differire dal piano ABC. 

I piani A BC^ EFG sì distinguono col aome di pinnl 
paralleli delle due rette AB , EF. 
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TKOREVÀ XIII. 



Fig. i5&. .. ...4'^ P^ '^^ AB , CD comprete fra tre piani 

paralltli ^ Ny PQ, RS sono tagliate in parti propor* 
^Lonali^ \ 

» . ■ 

Steno À ^ I e Bf C, K e D i punti ove i piani RS^ 
PQ ed M N sono inconlrati dalle rette AB ^ CD; si tiri 
AD die incontrerh il piano PQ in iST, e si conducano le 
i«?tte AC, IH, HK e fi D. Le rette IH e BD rap- 
presentando le intersezioni dei due piani M N ^ P Q col 
* 4o5. piano A B D saranno parallele * ; diroanierachè avremo 
Al : IB :: ah: HD. Fanmeme A C ed HK rappre- 
sentando le intersezioni dei due piani RS^ PQ col piano 
A DC saranno esse pure parallele, ed avremo CK * KD * * 
AH\HD. Dunque stante il comune rapporto sarà 

AIlIB :: AHlHDi: ckikd. 

Fig. iSn» 4'7- ^^^^P^^''- Q^aiido due piani AC^^ >^£ s'incontrano 
e si tagliano secondo una retta A B^ alla loro reciproca lon- 
tananza può in qualche moilo competere il nome di angolo; 
nome già. attribuito alla lontananza reciproca di due rette 
che hanno una comune estremiti ; perocché i due piaui fanno 
per cosi dire l' ufficio di lati, e la loro intersezione fa quello 
di vertice ; inoltre la lontapanza dei due piani può crescere 
. p decrescere come quella delle due rette facendo girare cioè 
convenientemente uno di essi intorno alla loro intersezione. 
Bensì a distinguere le due specie di angoli chiameremo 
angolo diedro quello che verrà formalo dai piani , ritenendo 
il nome generale di angolo per indicare esclusivameiile quel- 
lo di due rette ; benché talvolta per maggior precisione que- 
sto si chiamerà angolo rettilineo , o angolo piano* 

4i8. Definizione I. La reciproca lontananza, di du^ piani 
che si tagliano si dirà angolo diedro. Questi du6 piani si 
chiameranno ^cce dell' angolo , e la loro comune interse- 
zione costo/a o s^fgfoZo dell'angolo stesso. 

L'angolo diedro si enuocierà con quattro lettere avendo 



LIPBO V. i37 

(darà di porre nel mezzo queJle che ìndicnho la costola del • 
l'angolo. Laonde 1' angolo formalo dai piaai AC ^ A E la 
cui iniersezìone è AB s'indicherà colle lettere FABD, 

419 Definizione JI^ Vet angolo piano corrispondente 
ad un angolo diedro s' intenderà quello che ibrmano due 
perpendicolari condotte respettivamente in ciascuna delle 
due iacee d«il' angolo in un punto qualunque della sua 
costola. 

Perciò se pel punto G della costola AB sì condurranno 
due perpendicolari GH^ Gì alla costola slessa l'una ucl 
piaoo.^C, r alira nel piano A E; l'angolo IGH sarà 
l'angolo piano corrispondente all' angolo diedro FA B D, 

L'angolo piano corrispondente ad un angolo die<lro è il 
inedesiino in tutti i punti della sua costola; per esempio, 
«e le perpendicolari si condurranno dal punto g sarà l' an- 
golo igh -sm I G H^ poiché questi angoli hanno i lati re- 
spetti vameaie paralleli e volli nel medesimo senso *, * ^^S. 

TROREVA. XIV. 

4^0. Ad angoli piani uguali fra loro IHG, ihg w\%» i55. 
corrispondono angoli diedri uguali anch' essi fra loro 
FA £D, tubò. 

Sì faccia HI r=i hi, quindi ponendo hi sopra HI in 
modo che il punto h cada in H ed i in / queste due rette 
coincideranno e la retta ^g converrà con HG stante l'u- 
guaglianza degli angoli IHG^ ih g ^ ed il piano ihg 
combacerà col piano IHG e la perpendicolare a ^ converrà 
collii perpendicolaix* AB\ laonde i piani AE^ ae si coti^ 
fonderanno dovendo ambedue passare per le rette HI^ AB 
che si tagliano, e sì confondono colle rette hi^ ab*; per <^3d5. 
una simile ragione lo stesso avverrà dei piani ACf ac\ 
dunque i due angoli diedri FA BD^ fabd ne formeranno 
ano ioloi- dunque questi angoli sono uguali. 

4^1. Seolio. È superfluo dimostrare che la proposizione 
inversa ha ugualmente luogo ; poiché si vede chiaramente 
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dW ove gli angoli diedri fossero Mgiiali fra loro* gli angoli 
piani corrispondenti lo sarebbero parìmenie. - 

TEOREMA. XV. 

Fig. 154. 4^a. Due angoli diedri qualunque FABD, fabd 
stanno fra loro come gli angoli, piani corrispondenti IHG, 
i h g o come gli archi / G , i g che misurano questi imgoU 
piani» 

Sia il rapporto degli angoli piani IHG ^ ^^É \ <>^ì^ 
quello degli archi IG^ ig commensurabile; essendo, per 
esempio, la comune misura di essi contenuta 3 volte in 
I G\ e 7 volle in ig ^ potremo supporre ig diviso in 7 parli 
uguali, 3 delle quali saranno contenute \n iG\ ialmeQte9> 

,, .IG 3 

che sarà -: — ^ — . 

Gonducendo dei raggi a tutti \ punti di divisione degli 

archi , e quindi dei piani pei raggi medesimi e per le costole 

A B ^ ah ne risulteranno degli angoli diedri parziali tutti 

* 420» uguali fra loro*; cosicché uno qualunque di questi angoli 

diverrà comune misura dei due angoli diedri FABD^ 

Jahd\ e dovendo tal misura essere contenuta 3 volte in 

FABD^ e 7 volte in fahà^ avremo -5 — t--j-s=— • 

fa o a 7 

j . , FABD IG , 

donde segue che -r: — 7-1- = -: — ; ovvero la proporzione 

FAB D Ifahd : :IBG: ihg. 

La quale avrà luogo ove amcRe il rapporto degli angoli 
IHGy ihg sia incommensurabile , cotae si dimostrerebbe 
con un ragionamento consimile a quello del $ 270. 

4^^* Scolio /. Avendo preso L'angolo retto per unità di 
misura degli angoli pian? satà opportuno prendere l' angolo 
diedro corrispondente al medesioiQ, cioè V angolo diedro 
retto per unità degli angoli diedri.. Petx:iò se nella precedente 
proporzione 
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FABD IHG 

•uppcirremo che l'angolo pifno Ihg Ha retto , l'angolo 
AxtAro f4^bd lo sarti pur«f talmentcchè fatto 

avremo 

FABD IHG 



donde s'itiferitce che ilnamero con che si può rappresentare 
an angolo diedro, cioè il rapporto di questo angolo alla sua 
anitk è uguale al numero che rappresenta V angolo piano 
che gli corrisponde o l' arco da cui è niisurato. Ma per bre- 
viik ella préoedenle uguaglianza vieo sostituita questa » pa* 
rameute convenzionale , 

FABD^IHG\ 

per la quale si stabilisce che un angolo diedro quattau/ue sia 
misuraio dalt angolo piano corrispondente, cioè dall' arco 
the serve di misura alV angolo piano medesimo. 

4^4' Scciio II. Da questo teorema apparisce che gli 
aogoli diedri godono in generale ideile medesime proprielk 
degli angeli piatii / da cui sono determinati ; le quali pro*^ 
prietli si possono frattanto riepilogare nel seguente modo ; 

1.* Quando due piani si tagliano gli angoli opposti alla 
costola sono uguali^ 

9.* La somiba *d«^li angoli adiacenti dalla roedesiòia 
parte d' odo stesso piano equivale due angoli retti. 

3:® Se uno dei quattro angoli formali intorno alla comu: 
ne costola è retto gli altri tre sono parimente retti, ed i piaui 
soao fra loro perpendicolari. 

4** La somma degli angoli diedri formati da un numero 
qoalmique di piani che hanno la medesima intersezione è 
ogaale a quattro angioli retti 

5.^ Si* aggiunga , che due piani paralleli tagliati da nuo 
stesso piano formano, degli angoli diedri alterni «interni » 
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allumi esterni* corrispoQdeoti » le cui proprìetb sono identi- 
che a quelle gik dimostrale rispetto alle linee parallele. 

TEOREMA XVI. 

Fìg. i55. 4^^* Essendo la retta A B perpendicolare ad un piano 
MN, ogni piano EH condotto per AB sarà perpendi" 
colare al medesimo piano M N, 

Pel punto B della intersezione si conduca nel piano 
M N ÌSL retta B D perpendicolare ad E F\ la retta A B 
essendo perpendicolare al piano MN f sarà perpendicolare 
alle rette E F e B D che passano pel suo piede in questo 
piano; dunque l' angolo piano ABDinisurt^ l'angolo dei 
» 423. ^ue piani A/ ÌV , e EH*\ ma 1' angolo ABD è retto , 
dunque il piano EH e perpendicolare al piano M N» 

4^^* ^^olio. Quando tre linee come BA^ BE, SD 
sono perpendicolari fra loro , ciascuna di queste linee è per- 
pendicolare al piano che passa per le altre due ; cosicché ne 
vengono tre piani perpendicolari fra loro. 

TEOREMA. XV If. 

4^7* Quando dm piani MN, EH sono perpendicolari 
fra loro , ogni linea A B condotta nel piano E H perpenr 
dicolarniente all' intersezione E F h perpendicolare edV al- 
tro piano M N. 

Nel piano M N si conduca la retta BD perpendicolare 
all'intersezione EFy l'angolo ABD misurando l' angolo 
dei due piani perpendicolari sarà retto; dunque la retta AB 
è perpendicolare alle due rette E F e BD\ dunque essa è 
pure perpendicolare al loro piano M N* 

428. Scolio. Reciprocamente quando due piani M N ^ 
Eli sono perpendicolari fra loro , ogni linea BA inalzata 
in un punto B della loro comune intersezione sopra uno di 
questi piani MN^ sarà situata nell' altro piano EH, 

Poicliè /se ifon vi fosse situata si potrebbe condurre in 
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questo piano £ IT pel ponto B una perpendicolare all' in- 
tersezione E F y la quale in virtù del precedente teorema 
risulterebbe perpendicolare al piano M N. Vi sarebbero 
duuque nel punto B due perpendicolari al medesimo pia- 

no * ; lo che è assurdo. * %*• 

. « ■ 

TEOREMA XVIIL 

439. Quando due piani E H e DG sono perpendico* 
lari ad un terzo MN la loro intersezione AB è pure 
perpendicolare a ^psesto terzo piano. 

Poiché se pel punto B si conducesse una perpendicolarìe 
al piano M N questa dovrebbe trovarsi ad un tempo nel 
piano EH e nel piano Z>G; essa dunque converrebbe 
colla loro intersezione A B ; dunque questa intersezione è 
perpendicolare al piano MN. 

TEOREMA. XIX. 

430. Se due rette non saranno situate nello stesso piano, 
i piani ad esse respeUi^ntinente perpendicolari si taglieranno. 

Poiché questi piani non possono confondersi che iq tal 
caso le rette proposte sarebbero, contro l' ipotesi, parallele*^ ; * 4oi. 
e non possono i piani medesimi essere paralleli che allora 
ciascuna delle rette stesse sarebbe perpendicolare alPuno ed 
all' altro*, e conseguentemente anche in questo caso sareb- '^4o6* 
bero parallele fra loro. Dunque necessariamente i due piani 
s'incontreranno. 

43 1. Scolio, Poiché ciascuno dei due piani perpendico- 
lari dei quali si tratta é perpendicolare n uu tempo ai piani 
paralleli delle due rette *, segue che l' intersezione de' primi * 4i5. 
sarà una perpendicolare comune a questi. 
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TKORSMA XX^ 

Fig. i56. 43a. La più corta diUanui di due rette AB^ EF non 
situate in uno stesso piano è una perpendicolare comune 
alle due rette medesime , ed al sistema dei loro piani pa* 
raUeli. 

Supponiamo cbe la più corta disianza delle da« relté AB^ 
EF sia una terza retta GO ^ obliqua ad E F, Dal punto 
G si abbassi la perpendicolare GP sopra EF% avremo 
CP<:GO; donque GO non sarà la pia corta distanza 
delle due rette; dunque la più corta distanza non può essere 
obliqua ad alcuna di esse. 

Sia dunque questa pia corta distanta rappresentala da 
MN perpendicolare comune alle rette AB, ed E F\ con- 
ducendo pei punti M\ ed iV duie piani respettivamenie 
perpendicolari alle rette stesse , questi piani dovranno ta- 
*43o* gliarsi *, e dovranno ambedue contenere la retta MN*^ 
^* dunque questa retta rappresenta la loro intersezione; di pia 
essa è perpendicolare ai piani paralleli delle due rette. 
Fig. 157. ^ZZ. Scolio /. Per fissare la posizione della perpendico- 
lare comune si osservi che se per AB e per E F s\ condu- 
cono respeltìvameuie due piani ANB^ EM F perpendi- 
colari ai piani paralleli delle dae rette , questi due piani 
perpendicolari dovranno a un tempo contenere la retta 
* éf^\* M N*9 ÌSL quale per conseguenza sarà la loro comune inter- 
sezione. 

434* Scolio II. Quindi si rileva che la perpendicolane 
comune a due rette AB^EF non situate in un nsedesimo 
piano è unica. 

435. Scolio III, L'angolo di due rette non situate in 
un medesimo piano s'intende che sia quello di altre due 
rette respetiivamenle parallele ad esse^ e condotte per un 
punto qualunque dello spazio; ovvero l'angolo che fa una 
di esse con una parallela condotta da un suo punto qualun- 
que all' altra retta. Quando quest'angolo è retto, le rette 
proposte sono delle perpendicolari fra loro. Pertanto due 



rette possono esser perpeiidicolarì fra joro, a fare qualunque 
angolo senza incontrarsi. • 

'436. Scolio IV: Avendo distìnto. col nome di angolo 
diedro , T angolo a due Iacee , cioè foroiato da due piani , 
siamo iudoiii a chiamare angolo triedro quello formato da 
.irQ piani ciascuno de' quali incontra gli altri due. Tali sono 
i piani ASD^ BSC^ CSA i quali si ragliano scambievol- Fig. i58. 
mente secondo le rette StA ^ SB\ SC che si riuniscono 
necessariamente in un punto S comune al tre piani medesi- 
mi. Parimente potremo chiamare ùngalo tetraedro y quello 
formato da quattro piani ciascuno de* quali incontra gli altri 
tre » passando tutti per un medesimi^ punto. 

437. Definizione^ In generale appellasi angolo poliedro 
l'indefinito spazio compreso fra più piani che si tagliano due 
a due • si riuniscono tutti in un medesin»ò punto. <^4iesto 
punto si cliiamst verl^e dell'angolo ; le Intersezioni dei piani 
che in esso si rimriiscuno si dicono /:o5to/e / e gli angoli che 
questa costole formano sopra ciascun piano sono gli angoli 
piani costituenti l'angolo poliedro medesimo. L'angolo po- 
liedro prende il suo nome speciale dal numero di questi 
angoli piani; e cosi chiamasi cooke abbiamo detto angolo 
triedro f tetraedro f pentaedro ^ ec, secondoéhè tre , quat- 
tro 9 cinque , ec. sono gli angoli piani che lo costituiscono. 

Per indicare un angolo poliedro si enuncia la leti era del 
suo vertice ponendo di seguito tutte le altre respetttvamente 
situale sopra le sue costole. 

TEOREMA XXI. 

438. In Ogni angolo triedro SA B C uno qualunque 
de* suoi tre angoli piani h minore della somma degli ^ altri 
due , e maggiore della loro differenza, 

] <* Non v'ha luogo di dimostrare la prima parte del 
teorema che rispetto all'angolo A SB maggiore di ciascuno 
degli altri due angoli ASC, B SC; in questa ipotesi dico 
essere AS B <: A SC-h BSC. 
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Nel plano ASB i\ conduca a piacere la ralla AB e i! 
faccia l'angolo BSD^mBSC, Quindi avendo [^eso SC^SD 
si conducano le altre rette AC^ BC. 1 triangoli BSD^ 
BSC sono ugnali y poiché il lato SB h comnne, il lato 
SC^SD, ciangolo BSD^BSC\ dunque BDwm^BC. 
Ma AB •<. A C 'h B C} dunque togliendo da una parie 
B D 9 e dall'altra la sua uguale B 6\ resterh A D < A C, 
Perciò avendusi nei due triangoli ASD ^ ASC il lato ^iS 
comune il lato S D ^^ SC^ ed il lato A D < A C^ sarà 
* io3. l'angolo ASD '<.ASC*\ perlochè aggiungendo da una 
parte l' angolo DSB ^ e dall' altra il suo uguale BSC $\ 
B\TÌìi ASB <:ASC-hBSC. 

3.^ Dico in secondo luogo che il medesimo angolo ASC 
è maggiore della differenta degli altri dne ASB^BSC\s\ 
osservi che in virtù dello stesso teorema ASC<L ASB^BSC; 
cosicché supponendo ASC'> BSC e togliendo da ambe le 
parti BSC, aleremo ASB> ASC— BSC. 

4^9* Scolio. In ogni angolo triedro si considerano sei 
cose tre angoli piani , e tre angoli diedri. 

In generale un angolo poliedro avrà'seinpre tanti angoli 
diedri quanti sono i suoi angoli piani , o le sue facce. Or se 
avverrà che il piano di ciascuna faccia prolungato a piacere 
non possa mai tagliare V angolo poliedro quest'angolo avrh 
tutti i suoi angoli diedri salienti, e si chiamerà angolo 
poliedro convesso. Nel caso contrario , quando cioè l'angolo 
poliedro potrà esser tagliato da una delle sue facce, l'angolo 
diedro cui questa faccia compete sarà rientrante e l'angolo 
poliedro medesimo sarà come suol dirsi concavo. 

L' angolo puliedro é regolare quando ha tutti gli angoli 
piani uguali » e tutti gli angoli diedri parimente uguali; io 
lai caso esso è necessariamente convesso. 
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TEOREMA XXII. 

44o. In ogni angolo poliedro consesso la somma degli 
angoli piani che lo cosliluiscono è sempre minore di quauro 
angoli retti 4 

L'angolo poliedro sia if; si conduca nn piano che in- pìg. iSg. 
coniti tutte le sue costole ; le intersezioni di questo piano 
colle facce dell'angolo medesimo formeranno un poligono 
convesso A B CD E ^ il quale per le rette OA^ OB^^ 
OCt ODf OE9 condotte dal punto O preso su la. sua 
super6cie a tutti i suoi vertici , si potrà decomporre in tanti 
triangoli AOB ^ BOC, ec., quanti sono i triangoli ASB ^ 
BSC9 ec. Or la somma degli angoli dei triangoli AOB^ 
BOCf ec.» che hanno il comune vertice O, sarà uguale 
alla somma degli angoli dei triangoli ASB 9 BSC^ ec.» 
che hanno il comune vertice iS; ma poiché per gli angoli 
triedri ABSE, BCSA, ec., si ha* ABC^SBA-hSBC. ♦ 438. 
BCD 'K.SCB -h SCD 9. ec, segue che nei triangoli il 
cui vertice è in O la somma d^li angoli contigui ai lati del 
poligono A B CD E è minore della somma degli angoli 
contigui ai medesimi lati nei triangoli il cui vertice è in 5; 
dunque la somma di tutti gli angoli piani dell'angolo polie- 
dro sarà minore della somma degli angoli formati intorno 
al punto O , cioè minore di quattro angoli retti. 

44 >• Scolio. Agevolmente si vede che la precedente di- 
mostrazione non potrebbe aver luogo ove l'angolo poliedro 
non fosse convesto. 



10 



n 



l46 ELEMBNTl DI GEOMETtU 

TfiOftEMA XXIII. 

Fig. 160. 44^* ^ ^^ angoli triedri S, $9 Sùno composti di 
angoli piani respettivamente ugttali , gli angoli diedri for^ 
moti dai piani di questi angoli saranno essi pure ugnali, 

Sieno gli angoli piani ASC ^ A SB 9 BSC dell' an- 
golo triedro S respeltivamente ugnali agli angoli piani 
asc^ asb^ òse dell' angolo triedro s. Da un punto B 
qualunque della costola SB sì abbassino le perpendicolari 
BA^ BC sopra le costole SA, SC^ la perpendicolare 
B P sul piano ASC^ e si conducano le rette PA^ PC; 
queste rette resulteranno perpendicolari alle medesime co- 

* 398. stole SA » 1S6'*. Fatto poi sbf=.SB sì ripeta nell'angolo 
triedro 5 la medesima costruzione. Due casi possono avve- 
nire , cioè che le perpendicolari BP^ bp cadano rapporto 
alle costole SA^ sa dalla medesima parte delle costole 
se ^ se 9 oppure che cadano dalla parte opposta; nel 
1.^ caso a§li angoli diedri BSAC^ bsac corrisponde- 

^419. ranno gli angoli piani BAP^ bap*i nel a.<* caso vi 
corrisponderanno i loro supplementi. Cosicché ove si dimo- 
stri essere l'angolo BAP^rbap potremo inferirne l'ugua- 
glianza degli angoli diedri BSAC^ bsac in ambedue i 
casi medesimi. 

Essendo l' angolo AS B csiasb^ ed il lato SB ^^ sb 
i triangoli rettangoli SA B ^ sab saranno uguali; dunque 
SA is= sa^ ed ABwmab^ Nello stesso modo per mezzo 
dei triangoli SCB^ scb potrk dimostrarsi essere SCmmsCf 
e B C 'ssa bc» Pertanto i quadrilateri ASCP , ascp sa- 
ranno uguali; perchè ponendo l'angolo a se sul suo uguale 
ASCI punti a» e cadranno respettivamente su i punti A ^ 
C'y ap perpendicolare ad sa converrà con AP perpendi- 
colare za SA\ cp perpendicolare ad se converrà con CP 
perpendicolare ad SC\ ed il punto p cadrà in P; dunque 
APcsap, Dunque t triangoli rettangoli ABP^ abp^ 
avendo le ipotenuse A B ^ ab uguali , ed i lati A P ^ ap 
anch'essi uguali , saranno uguali; dunque l'angolo BAP^mm 
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lapt come si doveva dlmoslrare. £ cosi potrk dimostrarsi 
essere anche gli aliti due angoli diedri respettivameaie 
oguali. 

443. Scolio. Il precedente teorema avrebbe pur luogo 
ove gli angoli piani dei due angoli triedri fossero disposti in 
un ordine inverso; cioè si avesse l'angolo ASCammyfS'Ot 
JSB^jfSfff, BSC:r:^FS'C. Infatti preso y B' = 
SB e ripetuta nell' angolo solido S^ la stessa costruzione 
fatta nell'angolo S dimostrei*emmo nello slesso modo cLe 
l'angolo ^^P — ^'^'P'. 

TEOREMA XXIV* 

444 ^^ angoli triedri composti di angoli piani re» 
speUi\^amenle uguali , sono uguali fra loro. 

Possono avvenire due casi » cioè che gli angoli piairi 
respettivamente uguali sieno disposti ne' due angoli triedri 
nello stesso ordine , o che sieno disposti in ordine inverso. 

1.^ Sieno 5,' s due angoli triedri aventi gli angoli piani 
respettivamente uguali e disposti nello stesso oi^diue ; ripe- 
tuta la costruzione indicata nella dimostrazione precedente , 
otterremo i quadrilateri ASCP^ ascp uguali ; e l' uno 
si potrà porre sul!' altro in modo che coincidano , e die nel 
tempo stesso P B perpendicolare al piano ASC convenga 
con p h perpendicolare al piano as€\ e poiché P B^^pb 
in virtù della uguaglianza dei triangoli ABP^ ahp^ i 
punti B^ h coincideranno; laonde anche la costola SB 
converrà colla costola Sb^ i piani ASB, BSC comba- 
ceranno respettivamente coi piani àsb, bsc ^ e i due an- 
goli triedri non ne formeranno più che uno solo. 

2.^ Sieno 5, S^ due angoli triedri aventi gli angoli 
piani respettivamente uguali e disposti in ordine inverso ;* 
tuttavia si avranno i quadrilateri ASCP, A'S'CP^ uguali; 
ma ponendo 1' odo di es^ sulP altro in maniera che coinci- 
dano PB perpendicolare al piano ASC vìon potrà convenire 
con P'B' perpendicolare al piano A'SC^ vedendosi chiara- 
mente che queste perpendicolari avranno direjsioni contrarie* 
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Io quello caio adunque il principio di sovrapposizione non 
sarà sufficiente a dimostrare l' identità de'due angoli solidi ; 
motivo per coi ci limiteremo a dire che due aogoli triedri » i 
quali hanno gli angoli piani respettivamente uguali e dispo- 
sti in ordine inverso, sono uguali tra loro per la sola ragione 
che i loro elementi costituenti» angoli piani, ed angoli 
diedri , sono respettivamente uguali. 

44^* Scolio I. Ne' solidi adunque due specie d'ugna- 
gliunza si debbono distinguere ; perocché 9 come lo vediamo 
nel precedente esempio , ove anche due solidi abbiano tulle 
le loro parti costituenti respettivamente uguali, avviene 
talora , cioè quando queste parti sono disposte ne' due 
solidi in ordine inverso , che 1' uno di essi non possa porsi 
nell'altro in modo da formare un solido solo; la qual cosa 
non avviene nelle superfici , perchè quando in due super6ci 
. i lati uguali fossero disposti in ordine inverso , per mezzo 
del rovesciamento , ciascuna di esse pott*ebbe acquistare un 
p«>rimetro identico a quello dell'altra. I due casi d'ugua- 
glianza nei solidi , vengono distinti con due diversi nomi , 
chiamandosi uguaglianza per identità .0 semplicemente 
uguaglianza quella assoluta o di sovrapposizione , e l' altra 
uguaglianza per simmetria o semplicemente simmetria. Per 
conseguenza due angoli triedri costituiti di tre angoli piani 
respettivamente uguali , ma disposti in ordine inverso , si 
diranno angoli uguali per simmetria , o più brevemente 
angoli simmetrici. In generale due angoli solidi potrjanno 
chiamarsi simmetrici quando essendo costituiti di angoli 
piani respettivamente uguali e disposti in un ordine inverso, 
gli angoli diedri formali dai piani nei quali si trovano gli 
angoli uguali saranno essi pure respettivamente uguali. 
Fig. 161. 44^* Scolio II, Essendo dato un angolo solido S po- 
tremo sempre formarne il simmetrico , prolungandone le 
costole SAt SB^ «SC a) dì là de) vertice «S; infatti 1." 
gli angoli piani aSc ^ aSb^ bSc. saranno respetti- 
vamente uguali agli angoli ASC^ ASB^ PS(p e disposti 
in ordine inverso; 2.® l'angolo diedro dei piani dove si 
trovano due qualunque degli angoli ASC ^ ASB ^ ^^^ 
sarà manifeslameute uguale all'angolo diedro dei piani dove 
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SÌ trovano gli angoli respeUÌTamenie uguali nell' angolo 
solido opposto. ^ 

TKOREMA XXV. 

447* D^ itngoti poliedri S, s sono uguali fra loro 
quando sono costituiti di un medesimo mtmero di angoli 
triedri respettivamente uguali, e disposti nel medesimo 
ordine» 

Siena gli angoli triedri SABC, SACD^ SADE Fig. i6a. 
che costituiscono l'angolo poliedro S respettivamenle ugnali 
agli angoli triedri sabc ^ sacd^ sa de che costituiscono 
Pangolo poliedro s. Gli angoli triedri SABC^ sabc^ po- 
nendo convenientemente l'uno suirallro, coincideranno; lo 
stesso avverrà degli angoli triedri SACD^ sacd^ e di 
tutti gli altri angoli triedri omologhi susseguenti ; dunque i 
due angoli poliedri proposti 5» ed 5 coincideranno essi 
pure , e saranno per conseguenza uguali. 

44^- Scolio. Due angoli poliedri sono simmetrici fra 
loro quando sono costituiti d'un medesimo numero di angoli 
triedri simmetrici e disposti in ordine inverso. Infatti questi 
angoli poliedri saranno costituiti di angoli piani respettiva- 
mente uguali, disposti in ordine inverso, e gli angoli diedri 
formati dai piani nei quali si trovano gli angoli uguali , 
saranno essi pure respettivamente uguali. 



^ 
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I POUEDRI; J CASI DELLA LORO UGUAGLIANZA^ 
E DELLA LORO SIMMETRIA. 



IfOZIONf PRKLIMlIfARf. 



449* ì^ì chiama poliedro ogni solido le Cui facce , cioè 
le superficì dalle quali è terminato, sono piane. Per molti 
modi sì rende sensibile l'esistenza di questi solidi» e sarebbe 
superfluo dimostrarla. 

Le facce d'un poliedro sono evidentemente dei. poligoni ; 
perchè l' intersezione di due piani che si tagliano è una linea 
retta. Or queste intersezioni , o linee , le quali sono i lati 
àé* varj poligoni di che è costiluita la superficie del polie- 
dro , si chiamano lati ^ o costole del poliedro medesimo. 

45o. Sono necessarj almeno quattro piani per formare uu 
poliedro ; perocché tre se ne richiedono almeno per costitui- 
re un angolo solido » ed un quarto per chiudere il vuoto 
compreso fra questi tre piani medesimi. Il più semplice po- 
liedro adunque è quello che ha quattro facce ; il quale si 
chiama tetraedro ; di poi viene il pentaedro che ha cinque 
facce ; l' essaedro che ne ha sei ; ec. L' ottaedro ne ha otto ; 
il dodecaedro ne ha dodici ; l' icosaedro ne ha venti. 

4^^* *Si chiama diagonale d^ un poliedro ogni retta, la 
quale penetrando nel suo interno , conginnge i vertici di due 
angoli solidi non consecutivi. Per analogia si chiama piano 
diagonale ogni piano che taglia un poliedro secondo due 
diagonali che partono da. uno stesso vertice. 
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45a. Intenderemo che un poliedro sia convesso quando 
la sua superGcie non potrk essere intersecala da una lìnea 
retta in più di due punti : cosicdiè prolangando in lotti i 
sensi una sua faccia qualunque il solido non verrà lagliatOf 
ma resterà tutto dalia medesima parte di tale prolunga- 
mento. 
Fig. 169. 4^^- Conducendo ad una certa distanza dal vertice di un 
angolo solido S un piano che ne incontri tutte le costole, 
la sezione sarà un poligono il quale avrà tanti lati quante 
sono le facce di esso angolo solido ; e per tal modo verrà 
determinata una parte dello spazio contenuto fra queste 
facce ; cioè verrà detcrminato il solido cui si dà il nome di 
piramide. La piramide adunque è un solido compreso fra 
più piani triangolari che partono da un medesimo punto iS, 
e sono terminati ai differenti lati d'un medesimo piano poli- 
gono-^ 5 CZ>J5. 

11 .poligono ABCDE dicesi base della piramide ; il 
punto S ne è il ifcrlice il complessò de' triangoli SAB^ 
SBC ^ ec, forma la superficie convessa o laterale della 
piramide. 

L' altezza della piramide è la perpendicolare abbassata 
dal vertice sul piano della base prolungato ove occorra. 

La piramide dicesi poi triangolare^ quadrangolare^- ec«» 
secondochè la base è un triangolo , un quadrilatero » ec 

4^4- ^^ superficie convessa della piramide si può conce- 
pire come prodotta dal movimento d' una linea retta indefi- 
nita fissa in un punto S e soggetta a rasentare il perimetro 
d'un poligono qualunque ABCDE, Il punto S è il 
vertice della piramide ; la linea indefinita e fissa nel punto 
S dall' ufficio suo ha. nome di generatrice della supet*ficie 
che dal suo moto risulta \ per brevità si chiama talora gene- 
ratrice della piramide. 

4^^* lutilo il poligono ABCDE ed un punto S fuori 
del piano di questo poligono facilmente si vede potersi, de^ 
terminare una piramide la. quale abbia il medesimo poligono 
per base « ed il suo vertice in 1$, conducendo le rette SA^ 
S B , se, ec, dal punto S ai vertici di esso poligono; le 
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tpiali rette diverrmino coitole della superficie laterale della 
piramide, 

4^^* ^6*^1 piramide poligona può estere decomposta in 
piramidi triangolari. Infaili si conducano nella base ABCOE 
'della piramide le diagonali A€^ AD\ questa base risulterà 
divisa in tnangoU i quali potranno essere considerati come 
basi di altrettante piramidi aventi il cimiune vertice in 5*; ^^4^* 
le quali sono quelle nelle quali si divide la piramide polì- 
gona mediante i piani diagonali Sj4C ^ SA D, È manifesto 
•4^ queste piramidi parziali sono in numero ugnale a quello 
*delie facce triangolari della piramide poligona diminuito di 
due unità. 

457. Abbiasi un poligono qualunque AB CD E*, pei Fig. 16S. 
puoti A^ Bi Cj Df ec.» si conducano deUe rette AF^ 
BGp CHf Dly ec., perpendicolari» o oblique al piano 
A B D ^ ma tutte uguali fra loro e parallele ; e si congiun- 
gano le loro estremità per le rette FG^ GH^ HI^ ec. 
Manifestamente le figure ABGF^ BCHG^ HCDI^ ec, 
saranno dei parallelogrammi*, ed i poligoni A B CDE ^ * i3o. 
F G H I K sMtinnò uguali, ed ì loro piani paralleli*; il *4ii. 
solido compreso fra queste facce si chiama prisma. Cioè il 
prisma è un solido compreso da più piani parallelogrammi 
terminati da una parte, e dall'altra da due piani poligoni 
uguali e paralleli. 1 due poligoni uguali e paralleli si chia- 
mano basi del prisma ; le facce parali elogram miche ne 
còstituisèono la superficie laterale o convessa, 

L' altezza d' un prisma è la disianza delle sue due basi , 
cioè la perpendicolare abbassata da un punto della base 
superiore sopra il piano della base inferiore. . ' 

11 prisma prende il nome di iriangolare , efuodrango* 
lare , ec. , secondo che le sue basi sono triangoli , quadrila- 
teri, ec. 

4^8. Un prisma dicesi retto quando le costole della 
superficie convessa sono perpendicolari alle basi; tiel qual 
caso le costole medesime sonò uguali all' altezza , ed ì pa- 
ra llelógi'ammi costituenti là superficie convessa sono rettan- 
goli* O^/^uo è il prisma quando i lati sono obliqui alle 
basi ; essi lati sono allora maggiori dell' altezza. 
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459. La sapérfide convesM del pritna si pab ooÉccptrc 
come generata dal movimento d'una retta AF che A maiir 
tiene parallela a te ttetia e di costante Innghenui mentre 
descrive colla sua estremità A il perìmetro d' nn poligobo 
qualunque ABCDE. Per questo medesimo morimenco l'altra 
estremità F descrìve il perimetro del poligono FGHIK 
uguale e parallelo al poligono ABCDE. La retta AF 
si chiama generairice del prisma* Le costole della superficie 
convessa non essendo che la generalrìce considerata nelle 
sue varie stazioni nei punti A^ B^ C, Z>, E 9 saranno 
tutte uguali alla generatrice stessa. Il prìsma retto è mani- 
i'estameiite quello nel quale la generatrìce è perpendicolare 
al piano del poligono descritto dalla sua estremità. 
Fig. 164. 4^0. 11 prisma la cui base è un parallelc^rammo ha tutte 
le facce parallelogramme ; esso chiamasi parallelepipedo. 
Tal è quello rappresentato dalla figura §64 ; dove siippo- 
neudo che la base del parallelepipedo sia la faccia ABCD 
essa dovrà essere uguale alla faccia opposta» o base, superiore 
EFGH. 

Mei parallelepipedo retto quando la base è un rettan« 
golo tutte le facce sono rettangolari > donde viene il suo 
nome di parallelepipedo rettangolo» 

TEOUTMA I. 

Fig. i65. 1^6 ì. Se in una piramide la base ABCD ec,, è uà 
poligono regolare e le costole SA , SB ^ ec, della super* 
fide laterale sono uguali fra loro 1.® gli angoli solidi alia 
Base saranno ugtiali 2.^ l* altezza SO della piramide ca- 
drà sul centro della base. 

ì.^ Poiché SÀwmSBm^ec.^ ed AB^BC^ec.. i triangoli 
ASBt BSCf ec, saranno isosceli ed uguali fra loro; e poi- 
ché gli angoli FABf ABC^ ec, del poligono regolare 
ABCD ec, sono uguali » segue che gli angoli solidi ti'ie- 
dri A^ B , ec.» alla base della piramide coma composti di 
angoli piani respetti vamente uguali» saranno fra loro ugnali. 

a.® Conducendo le rette OA^ OBp ec.» dal piede 
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ddl'alteua SO a! vertici A^ B^ ec.» ne risulteranno i 
Irìaugoli SAOf SBO, ec.» manifestamente rettangoli ^^ ^^390. 
ed ugnali fra loro» avendo essi le ipotenuse S/i , SB^ ec, 
uguali ed il lato SO comune*; laoude OJ ss OB ss ec; * 106. 
dunque il piede O dell'altezza della piramide è il centro 
della sua }>ase. 

460. DeJ!ni%ione. Una piramide dicesi regolare quando 
la sua ììAM ^ un poligono regolare , e nel tempo stesso l' al- 
tezza cade sul oentro di essa base* Tale k SA B CD E, 

L' altezza medesima prende allora i\ nome di tisse della 
piramide. Una retta quaPè ST abbassala perpendicolar- 
mente dal vertice S sopra un lato della base si chiama 
apotema. 

TEOREMA II. 

463. Se una piramide S è tagliata da un piano a bc d P>g« iG6. 
parallelo alla sua base AB CD, 1.® l' altezza SO e le 
costole SA , SB ec,, saranno tagliate ne* punti o, a, 
h , ec, in parti proporzionali ; ^.** la sezione a b e d sarà 
un poligono simile alla base AB CD, 

i.° Poiché i piani ABCD^ ah ed sono paralleli , le 
loro intersezioni col piano SAB saranno parallele*; cosic* * 4o5. 
che i triangoli SAB^ Sab sono simili; tali sono i trian- 
goli SBC ^ SbCf ec, finalmente lo sono pure i triangoli 
SAO9 Sao stantechè ao è parallela ad AO: dunque 
avremo 

SO: so: : sa : sa :: sb : sb :: se: se :: ec; 

dunque l'altezza i^O e le costole SA^ SB^ ec, sono 
tagliate in parti proporzionali. 

a.® Essendo ab parallela ad AB^ bc a BC^ ed a 
CD^e^,^ evidentemente l' angolo abc^osaA B C^ bcd^is 
BCD , ec; d'altra parte dai triangoli simili SA B ^ Sab 
si ha 

AB:ab::sB:sb, 

e dai triangoli simili SBC^ Sbc ^ si ha pure 
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BC:bcllSB:Sb; . 
perciò AB:ab::BC:bc. 

Nello stesso modo si otterrebbe 

BClbcllCDlcd^ '- 

• 

e così di iiegiiito. Laonde i poligoni ÀBCD ^ ^abcd avendo 
gli angoli res petti V amen te ugnali 9 ed i lati omologhi pro- 
porzionali, sono simili. 

464* Corollario /• In qualunque piramide le sezioni 
fatte da piani paralleli fra loro sono poligoni simili. Infatti 
una di queste sezioni si potrà sempre considerare come base 
d'una nuova piramide. cui sia parallela 1' altra sezione. 

465. Corollario II. Poiché i poligoni ABCD^ ab ed 
sono simili 9 le superfici loro staranno nella ragione dei 
quadrati dei lati omologhi AB^ ab\ ma 

A B : ab :: SA : Sa ^ SO \ So , 
perciò avremo 

ABCDlabcdllToiTÒ . 

Ciò posto sia TMNO altra piramide dove abbiasi l'altezza 
TQ s= SO; fatto Tq i^B So si conduce pel punto q un 
piano parallelo alla base MNP, e la sezione sia mnp\ 
qui pure avremo 

MNPlmnp;\SO\^ . 
Conseguen temente 

ABCD\abcdl\ MNP\mnp\ 

dunque le basi di due piramidi aventi la medesima altezza 
stanno fra loro come le sezioni faUe dai pittai condotti 
nelle due piramidi parallelamente ad esse basi ad uguale 
distanza dai vertici. 

Dunque se le basi ABCD, MNP sono equivalenti, 
le sezioni MNP^ mnp fatte ad uguale altezza saranno 
equivalenti» e viceversa. 
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466. Due piramidi triangolari sono uguali quando hftn- Pig. 167 
no tre facce respettivatnente uguali e similmciUe disposte. 

Siene le facce SAB, SAC, SBC della piramide S 
rcspeuivamcnlc nguali alle facce sab^ sac^ sbc della 
piramide «, e siinilmenie disposte ; gli angoli iried ri iS, s 
saranno uguali'' e gli angoli diedri SA, SB , SC saranno ♦444- 
rcspetlivamente uguali agli angoli diedri sa, sb, se. Ciò 
posto poniamo la faccia s<ib sopra la faccia SAB*, essendo 
l'angolo diedro sa uguale all' angolo diedro .S^ la faccia 
sac combacerà col piano della faccia SAC; ma queste 
due facce sono uguali e disposte nel medesimo modo , dun- 
que esse coincideranno perfettamente 9 ed il punto e cadrà 
in C» e la costola 5 e si confonderà colla costola SC', cioè 
le due piramidi coincideranno in tutta la loro estensione ; , 
dunque esse sono. uguali. 

467.. Condiario. Due piramidi triangolari sono uguali 
quando hanno tutte le costole respettivamente uguali e si- 
milmente disposte. 

TEOREMA IV. 

466. Due piramidi triangolari sono uguali quando 
hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce 
respettivamente uguali e similmente disposte. 

Sia l'angolo diedro SA uguale all'angolo diedro sa^ 
e le facce SAB, SAC sieno respettivamente uguali alle 
facce sàb ^ sac è similmente disposte ; situando la faccia 
sab sopra la faccia SAB con ragionamento in tutto simile 
al precedente , potremo dimostrare che le due piramidi 
coincidono in tutta la loro estensione » e sono perciò uguali. 
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TEOREMA V. 



Ì6q. Due piramidi triangolari sono uguali quando 
hanno una faccia uguale contigua a due angoli diedri 
reipcUivamente uguali, e similmenU disponi. 

Sia la faccia ABC ugnale alla faccia ahc\ e gli an- 
|{ diedri AB f AC respettivametite oguali agli aogoli 
diedri ab ^ a e e similmente disposti ; avendo posta la 
faccia abc sa la faccia ABC stante Tugaaglianaa degli 
aiuroli diedri AB^ ah^ la faccia $ah combacerà col piano 
della faccia SAB^ e la costola as si troverà sopra questo 
piano; e stante l'agnaglianza degli angoli diedri AC^ ac 
la faccia $ac combacerà col piano della faccia SAC^ e la 
costola ai A troverà sopra qneito piano; perciò a$ doven- 
dosi trovare a un tempo sopra i due piani SAB^ SAC 
cadrà su la loro unica intersezione AS; e poiché la costola 
jiSf=^as, a cagione della ugoagliansa delle facce ASC^ 
aiCf il punto s cadrà in S; laonde le due piramidi coinci- 
deranno perfettamente ; adunque esse sono uguali. 
. ^y^ 47^* ^^^io. Prolungando al di là di un vertice qualun* 
que S della piramide triangolare SABC le costole che in 
esso si riuniscono 9 e prendendo dei prolungamenti le parti 
SUf Sb, Se respetti vamente uguali alle costole SA^ 
SBf se, e condncendo il piano abcf ne risulterà la 
piramide triangolare Sabc^ nella quale le tre facce che si 
riuniscono nel vertice S saranno respettivamente uguali alle 
tre facce della piramide SA B C che si riuniscono nel ver* 
tice medesimo ; inoltre gli angoli solidi che hanno il vertice 
comune iS saranno simmetrici. 

471* Definizione, Due piramidi triangolari si dicono 
simmetriche quando hanno un angolo simmetrico compreso, 
fra facce omologhe respettivamente uguali* 
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TEOREMA. VI. 

471. Due piramidi triangolari simmetriche hanno 
iuiie le facce omologhe respettivamenU uguali, e gli angoli 
iUedri omologhi essi pure respettivamente uguali. 

Sieno le due piramidi SABC^ Sahc^ nelle quali ì Fìg. 161. 
dae angoli che h^nno il vertice S comune sono fra loro sim • 
metrici ; il primo compreso fra le facce triangolari SAB^ 
SACf SBC respetti vamen te uguali alle facce triangolari 
Sub f SaCf So e che comprendono il secondo. Per l'ugua- 
glianza dei triangoli SAB^ Sab sarli AB^^abi per 
qoella dei triangoli SACf Sac sarà ACtss»ac\ e final- 
mente per quella dei triangoli SBC^ Sbc sarà pure 
BCi^ bei dunque i triangoli A BC^ ah e saranno equi- 
lateri fra loro e perciò uguali ; dunque tutte le facce della 
piramide SABC sono uguali alle facce omologhe della 
piramide Sab e. 

Pertanto essendo uguali le facce omologhe , gli angoli 
piani omologhi di queste facce saranno respetlivamente 
uguali ; e gli angoli solidi triedri omologhi saranno costituiti 
di angoli piani respettivamente uguali ; dunque V angolo 
diedro di due facce contigue qualunque in una di queste 
piramidi è aguale all' angolo diedro delle facce omologhe 
nell'altra. 

473 Corollario I, È da osservare che in due piramidi 
simmetriche gli angoli omologhi sono simmetrici; infatti 
prolungando al di là del vertice C le costole CA^ C B^ 
CS avremo un angolo solido Csal V simmetrico all'angolo 
CSAB della piramide SABC e tale che potrebbe coincidere 
coir angolo e Sab della piramide iS a ^ e; essendoché gli 
angoli triedri Csa' b\ e Sab sono costituiti di angoli piani 
respettivamente uguali e similmente disposti ; dunque gli 
angoli CSAB, e Sab sono simmetrici fra loro ; tali sono 
pure gli angoli BSAC^ bSac, tali gli angoli ASBC^ 
a8bc\ ec. 

474* Corollario II, In due piramidi simmetriche tutti 
gli elementi omologhi , le costole, gli angoli piani , le facce 
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e gii angoli diedri» sono respettivamente agaali; nondimenoi 
poiché gli angoli triedri omologhi sono simmetrici» non v' ha 
modo alcuno di lOTrapposìsiooe in virtn del quale le due 
piramidi vengano a coincidere perfettamente in tutta la loro 
estensione; infatti qualunque sia la faccia della piramide 
Sahc che ne piaccia far combaciare colla faccia corrispon- 
dente ed ugnale della piramide SABC una delle piramidi 
si collocherà al di sopra del comune piano di queste facce » 
V altra al di sotto come si vede nella fig. i68« 
Flg. 161. 47^* Corollario III. Una piramide triangolare non . 
ha che una sola piramide simmetrica. Veramente ai quattro 
vertici di una piramide triangolare corrispondono quattro 
piramidi simmetriche alla piramide medesima ; ma esse sono 
uguali , e poste convenientemente V una sull* altra potreb- 
bero coincidere in tutta la loro estensione. In fatti facendo 
Ca'm^ CA » Cy mm CB » Cs mm CS Sì compisca la pira- 
mide CsalV\ essa sarà simmetrica alla piramide SABC 
come lo è Sabc\ ma poiché gli angoli triedri C$a*b\ 
cSab posti convenientemente l'ono nell'altro combaciano 
perfettamente in tutte le loro facce, perciò» ove si osservi che 
queste facce sono respettivamente ugnali» si vedrà che. le due 
piramidi Sabc^ Csafb' debbono esse pure/ combaciare in 
tutta la loro estensione ; lo stesso potrebbe dimostrarsi ri- 
spetto alle piramidi corrispondenti agli altri vertici A e By 
dunque una piramide triangolare non ha che una sola pira- 
mide simmetrica. 
•466. 476- Corollario IV. Le proposizioni III» IV» V* hanno 
4^^- por luogo , quando gli elementi dati come respettivamente 
. ^^ uguali nelle due piramidi» sono in esse inversamente disposti; 
infatti se si suppone costrutta una piramide simmetrica ad 
una delle due proposte » essa in virtà delle proposizioni 
medesime dovrà risultare uguale all' altra piramide propo- 
sta ; duuque le due piramidi proposte saranno aimmetriche 
fra loro. G>st alle tre propusisìoni preindicate conseguono 
tre facili criterj di simmetria relativi alle piramidi triango- 
lari ; quello però cui dà luogo la proposizione III , se bene 
si osserva » é lo stesso criterio contenuto nella definizione 
che abbiamo^data delle piramidi simmetriche. 
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477. Se pel punto G mezzo della reità AB si condiwe Fig. 169* 
ìin piano P Q perpendicolare a questa retta ; i .** ' ogni 

punto di esso piano sarà ugualmente distante dalle due 
estremità di J B ; 2.** ogni punto situato fuori del piano 
sarà pia prossimo a quella estremità di A B che si trova 
dalla medesima parte di tal punto* 

1.^ Sta E un punto del piano P Q; conducaiisi le rette 
AE^ BEf CE; CE sarli perpendicolare sul mezzo di 
AB*\ conseguentemente AE-^ BE*. *^^* 

3.** Sia F un punto situalo i'uori del piano P Q ; con- ^' 
ducansi le rette A F^ BF\ quindi» D essendo il putito 
dove B F incontra il plano P Q » conducasi A D ; sarà 
AD^BD',m3LAF<:AD + DF\ dunque A F <z B F. 

478. Corollario /. Ogni punto adunque ugualmciUe 
distante dalle estremità della retta A B appartiene neces- 
sariamente a] piano perpendicolare a questa retta y e che la 
divìde in due parti uguali; cioè il piano perpendicolare 
condotto pel mezzo d' una retta è il luogo geometrico di 
tutti i punti equidistanti dalle estremità di essa retta. Questo 
piano chiamasi piano di simmetria» 

479. Corollario II. Il piano che passa per tre punti Fìg. i68« 
A ^ S t C respeltivamente equidist9nti da altri due S ^ s 

taglia la retta Ss da cui sono uniti in due parti uguali , e le 
risulta perpendicolare. Infatti se pel punto O mezzo della 
reità Ss si conducesse un piano perpendicolare a questa 
retta, esso piano dovrebbe passare pei punti A^BeC; 
ma per tre punti non può passare che un solo e medesimo 
piano, dunque il piano che passa pei punti A y B ^ C sarà 
quello stesso che taglia la i^tta Ss in due parti uguali riiiul- 
taodole perpendicolare. 



11 



l6% ILBME9TI M GtOMETIIU 



T£OR£XA VII. 



480. Se due piramidi triangolari iimmeiriche hanno 
una faccia ABC comune e sono cosinole Vana al di sopra 
l' altra al di sotto di questa faccia , la retta S s che 
unisce i vertici degli angoli solidi omologhi S , ed s sarà 
perpendicolare al piano della faccia medesima , e da esso 
dix^isa in due parti uguali» 

Poiché le piramidi sono simmetriche, le loro costole omo- 
loghe saranno uguali , per cui ASmm As^ BSw^Bs^ 
CS^BB$Cs\ ond^è che i tre punti A^ B ^ C sono respeiti- 
vamente equidistanti dai punii <S^ 5; dunque il piano ABC 
è perpeudicolare alla retta Ss^ e divide questa retta in 
* 477* due parli uguali *. 

481. Corollario, Quando si consideri la faccia ABC 
come la base comune delle due piramidi le rette SO ^ Os 
rappresenleranuo le loro respettive altezze; donde si rileva 
che le altezze omologhe di due piramidi simmetriche , cioè 
le altezze corrispondenti a due facce omologhe sono uguali. 

TEOREMA Vili. 

48a. Due piramidi triangolari SA B C, sABC sono 
fra loro simmetriche ^quando avendo una comune faccia 
ABC, sono costrutte similmente l'una al di sopra l' altra 
al di sotto di questa faccia in modo che la retta S s, la quale 
unisce i vertici degli angoli omologhi S, ed s siaperpen» 
dicolare al piano della faccia medesima ^ e da esso divisa 
in due parti uguali. 

Infatti se il piano A BC è perpendicolare alla retta Ss 
e la divide in due parti uguali nel punto O, sarà AS^^As^ 
BS^Bs, CS—Cs; dunque le facce SAB. SAC, 
SBC della piramide SABC sairanno respellivamente ugua- 
li alle facce sABf sAC^ sBC della piramide sABC; 
dunque lulli gli angoli solidi omologhi delle due piramidi 
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sono respettivatnenle sltunietrici , • compretì fra facce omo- 
loghe uguali; dunque le piramidi SABC^ sABC sono 
fra loro simmetriche, 

TEOREMA IX. 

483. Dite piramidi poligone SA BCD ^ sabcd sono Fig. 170. 
uguali quando hanno im angolo solido compreso fra trejacce 
omologhe respettivamente uguali , e similmente dispone* 

Sieno gli angoli solidi A , a compresi fra facce omo« 
toghe uguali , e similmente disposte ; è facile vedere che 
essi avranno i loro tre angoli piani respettivamente uguali e 
similmente disposti , e che per la sovrapposizione potranno 
coincidere perfettamente; perciò posta la base abcd shìbl 
base ABCDf la costola as converrà colla costola AS\ 
e siccome queste costole sono uguali , il punto 5 cadrà in S , 
e la piramide sabcd coinciderà in tutta la sua estensione 
colla piramide SA B CD. 

484. Definizione, Due piramidi poligone s'intende che 
sieno sipametriche quando si possono decomporre in un me- 
desimo numero di piramidi triangolari simmetriche, e dispo- 
ste in ordine inverso. 

TEOREMA X. 

485. Due piramidi poligone simmetriche hanno le facce 
omologhe respettivamente uguali , gli angoli diedri omolo- 
ghi , essi pure respettivamente uguali , e gli angoli solidi 
omologhi simmetrici fra loro» 

Questa proposizione consegue alla definizione delle pira- 
midi simmetriche. Io che agevolmente si dimostra. 

486. Corollario /. Dalla stessa definizione delle pira- 
midi poligone simmetriche e dal §. 47^, segue che una pira- 
mide poligona qualunque non ha che una sola piramide 
simmetrica. 

487. Corollario II. Bene si scorge aver luogo rispetto 
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* 480, « alle piramidi poligone i teoremi VII » Vili *^ dimostrali 
483* relativamente alle piramidi triangolarL 

488. Corollario III, Le altezze di due piramidi poli- 
gone simmetriche sono uguali. 

TEOREMA XI. 

Fig. 17 1 • 489* In qualunque prisma la sezione a b e d e Jaita da 
un piano parallelo alla sua base AB CD E è un poligono 
uguale alla base medesima» 

Infatti i lati A B ^ ab sono uguali fra loro come paral- 
lele comprese fra parallele ; perla stessa ragione sono uguali 
i lati BC^ bc\ lo sono parimente i lati CD^ cd^ ec. 
D'altra parte sono ugnali gli angoli ABC^ abc avendo essi 
i lati respetti vamente paralleli e diretti nel medesimo senso; 
tali sono pure gli angoli BCD^ bcd^ ec.; dunque la 
sezione a bade è uu poligono uguale al poligono ABCDE 
base del prisma. 

490. Corollario. In qualunque prisma le sezioni fatte 
da piani paralleli fra loro sono uguali. Infatti una di queste 
sezioni si può considerare come base d'un prisma cui è 
parallela l' altra sezione. 

TEOREMA XII. 

Fig. 173. 491* P^"^ prismi ABCDE F^ abcdef sonouguali 
quando hanno un angolo solido compreso fra tre fricce 
respeltivamente uguali, e similmente disposte» 

Sieno gli angoli solidi A^ a compresi fra facce omologhe 
uguali i e similmente disposte ; si vede che essi avranno i 
loro ire angoli piani respeltivamente uguali e similmente di- 
sposti , e che per la sovrapposizione potranno perfettamente 
coincidere; perciò posta la base abcde su la base ABCDE 
la costola af converrà colla coslola A F; e siccome queste 
costole sono uguali fra loro, come lo sono le costole BG, 
bgt e le costole EK^ ek^ i punti ff gt h cadranno 
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respetuvaroente su i punii F^ O^ K\ dunque la faccia 
fghik coinciderli intei-ameote colla sua uguale FGHI K, 
e le costole ch^ di coincideranno esse pure colle costole 
CH, DI\ dunque! due prismi coincideranno perfetta- 
mente in tutta la loro estensione, 

49^. Corollario, Due prismi retti sono uguali quando 
hanno basi uguali , ed uguali altezze. Perocché essendo in 
tal caso le altezze uguali alle costole dei prismi *^ avremmo * 4^8. 
A F ts=i af\ e siccome stante V uguaglianza delle basi si ha 
AB^==:^ah^ AE^ae, {rettangoli ABGF, AEKF 
sarebbero respetti vamen te uguali ai due rettangoli ahgf^ 
a e kf\ e per tal modo i due prismi avrebbero un angolo 
solido compreso fra tre facce respetti vamente uguali ; dun- 
que i due prismi sarebbero uguali. 

493. Scolio, Ogni prisma poligono potrà sempre decom* Fig. i63. 
porsi in prismi triangolari i quali avranno la medesima al- 
tezza del prisma, e le loro basi saranno i vari triangoli 
A BCf A CD 9 A DE t ec., ne' quali si può decomporre 
la base AB CD ec., per le diagonali AC^ AD, ec. 

494* Definizione, Due prismi s' intende che sieno sim- 
metrici quando sono composti di un medesimo numero di 
piramidi simmetriche, e disposte in ordine inverso. 

Sieno A B CDE Ff ah ed e f due prismi triangolari; pig, 173. 
essi si reputeranno simmetrici fra loro quando le due pira- 
midi ABCE, A CEDE 1' una triangolare, l'altra 
quadrangolare di che si compone il primo, saranno respelti- 
vamente simmetriche alle piramidi ab ce, acfde delle 
quali è composto il secondo. 

Ben è chiaro poi che a soddisfare alla condizione richie- 
sta dalla definizione , onde due prismi poligoni sieno sim- 
metrici, basterà che sieno composti d'un medesitno numero 
di prismi triangolari simmetrici disposti in ordine inverso ; 
dovendo poi i prismi triangolari omologhi essere composti 
di piramidi respettivamenie simmetriche. 



^ 
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4q5. Due prismi simmetrici hanno le facce omologhe 
respettivamente ugftali , gli angoli diedri omologhi essi 
pure respettivamente uguali , e gli angoli solidi omologhi . 
simmetrici fra loro. 

Le facce omologbe dei due prismi saranno composte 
di facce omologhe ed agualì delle piramidi cosiituenti; 
duncjae le facce omologhe dei due prismi saranno uguali. 

Due angoli diedri omologhi dei due prismi o saranno 
angoli diedri omologhi delle piramidi costituenti o si com- 
porranno d' un medesimo numero di angoli diedri omologhi 
delle piramidi medesime; in ambedue i casi gli angoli diedri 
omologhi dei due prismi saranno uguali. 

Finalmente gli angoli solidi omologhi nei due prismi 
saranno composti degli angoli solidi triedri omologhi delle 
piramidi costituenti , e disposti in ordine inverso , essendo 
queste stesse piramidi disposte in ordine inverso; ma gli 
angoli triedri omologhi delle piramidi sono simmetrici ; 
dunque gli angoli solidi omologhi dei due prismi saranno 
essi pure simmetrici. 

49S. Scolio. Dalla definizione dei prismi simmetrici e 
dal §. 486 segue che un prisma qualunque non ha che un 
solo simmetrico. 

TEOREMA XIV. 

497. Due prismi sono simmetrici fra loro quando hanno 
un angolo solido simmetrico compreso fra facce omologhe 
respettivamente uguali. 

Infatti un terzo prisma simmetrico ad uno dei prismi 
* 491* proposti sarebbe uguale all'altro^; dunque i prismi proposti 
sono simmetrici fra loro. 
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498. Se due prismi simmHrici hanno una faccia Fig. i74> 
AB CD E comune e sono costruiti Vuno al di sopra l'altro 
al di sotto ili questa faccia , le rette H h , T i ^ ec,, che 
uniscono i vertici degli angoli omologhi, sono perpendico- 
lari al piano delia faccia medesima, e da esso divisi in due 
parti uguali. 

Essendo i prismi simmetrici le facce omologhe debbono 
essere uguali ; perciò i parallelogrammi B CHG , CD I H 
saranno respeuivameute uguali ai parallelogrammi B Chg, 
CDÌh\ \ lati omologhi di questi parallelogrammi e le loro 
omologhe diagonali saranno adunque respeltivamente ugua- 
li; cosicché avremo HC^hC, HBi^hB, HD^hD-, 
dunque il piano AB CD E è perpendicolare alla retta Hh 
e divide questa retta in due parti uguali *. * 477- 

Sarh superfluo ripetere la dimostrazione sopra le rette- 
li^ Kky ec., quando si osservi che essendo IH^ KI, ec.» 
respeltivamente uguali e parallele ad ih^ Ai, ec, nuche 
li , Kk , ec., sono ugnali e parallele ad Hh, 

499« Corollario, Due prismi simmetrici hanno la mede- 
sima altezsa. 

TEOREMA XVI. 

5oo. Due prismi ABCDEF, ABCDEr, sono fra 
loro simmetrici quando avendo una faccia A BCDE co- 
mune sono costrutti V uno al di sopra V altro al di sotto ài 
questa faccia in modo che la retta Hh, cfie unisce i vertici 
H , edh di due angoli omologhi qualunque sia perpendico-' 
lare al piano di' Ila faccia medesima, e da esso divisa in 
due parti uguali* 

Infatti se il piano A BCDE è perpendicolare alla retia 
Hh e la divide in due parti uguali, sì ha DHm=. Dh ^ 
BH=Bh, CH^Ch; perciò i triangoli CDH, CBH 
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sono respcuivamcnie ugnali ai triangoli CDh^ CBh\ 
dunque i parallelogrammi DCHI ^ BCHG sono respet- 
tivamenle uguali ai parallelogrammi DChi^ BChg e 
disposti in ordine inverso; dunque i due prismi ABCDEF^ 
A B CDEf avendo un angolo solido simmetrico compreso 
'^ 497. Ira tre facce respetlivameaie uguali sooo simmetrici *• 

TEOREMA XVII. 

5o 1 . In ogni parallelepipedo le facce opposte sono 
uguali e parallèle. 

Pig. i64« La proposizione non ha bisogno di prova che per le flicce 
della superficie laterale del parallelepipedo. Supponiamo 
pertanto che le basi del parallelepipedo sieno ABCD^ 
EFGH^ prendiamo a dimostrare ruguagliansadoUeiaoce 
AB FÉ, DCGH. Essendo AD HE un parallelogram- 
mo le rette A E , DIL sono uguali e parallele fra loro; ed 
essendo anche A BCD nn parallelogrammo» le rette AB, 
D C sono parimente uguali e parallele fra loro ; dunque 
'^ 41 !• r angolo BAE^e uguale all' angolo CD H*, ed il piano 
B A E è parallelo al piano C D H\ dunque anche i paral- 
lelogrammi A B FÉ t DCGH sono uguali e paralleli. 

5oa. Corollario /. Poiché il parallelepipedo è un solido 
compreso da sei facce di cui le opposte sono uguali e paral- 
lele , segue che una faccia qualunque , e la sua opposta pos- 
sono esser considerate come le basi del parallelepipedo. 

5o3. Corollario II. Le costole opposte d' un parallele- 
pipedo sono uguali e parallele. Quindi è che tre costole con- 
tigue d'un parallelepipedo A B, AD, AE, determinano il 
parallelepipedo medesimo ; epperciò essendo date tre rette 
A Bi AD, A E che partono ila uno slesso punto A, e che 
formano fra loro dei dati angoli si potrà agevolmeoia co- 
struire un parallelepìpedo di cui le medesime rette sieno tre 
costole contigue. Perocché couducendo dal punto B due 
linee BC, BF respetti vamen te parallele ed uguali ad 
AD, ed A Ey dal punto D le linee DC, e DH respet- 



infimo TI* >^ 

tlr&mente agnali e parallele ad AB ed AE\ dal polito E 
le linee EF^ EH respettìvameQte aguali e parallele ad 
AB ed i^Z); e poi da nn punto dove s'iocoatrano due 
delle parallele condotte, per es. C, una linea CG parallela 
ed ugnale alla costola opposta AE\ %\ avranno tutti i ver- 
tici del parallelepipedo. 

Soi. Corollario III. In ogni parallelepipedo la sezione 
fatu da un piano che passa per due costole opposte è uà 
parallelogrammo. 

505. Scolio. Se le tre costole contigue d' un parallelepi- 
pedo sarauno uguali le facce del parallelepipedo saranno 
altrettante losanghe ; se le tre costole medesime oltre essere 
uguali formeranno fra loro angoli uguali , tutte le facce del 
parallelepipedo saranno losanghe uguali ; finalmente se le 
tre costile saranno ugnali » e formeranno scambievolmente 
degli angoli l'etti le facce del parallelepipedo saranno al- 
trettanti quadrati. 

506. Definizione I. Il parallelepipedo compreso da sei Fig. 175. 
losanghe uguali si chiama romboide. 

507. Definizione IL 11 parallelepipedo compreso da sei Fig* ^7^ 
quadrati si chiama cubo. Questi quadrati sono necessaria- 
mente uguali. 

TEOREMA XVIIT. 

508. In ogni parallelepipedo le t/uaUro diagonali si 
tagliano scambievolmente in due parli uguali nel medesimo 

punto. 

Per le due costole opposte BF^ DH si conduca un Pis* ^^* 
piano; la sezione sarà- il parallelogrammo B FHD*\ dun- ^^k» 
que le diagonali B H ^ ed FD si taglieranno scambievol- 
mente in due parti uguali nel punto O. Per le due costole 
opposte AD^ FO si conduca un altro piano ; la sezione 
ADG F sarà essa pure un parallelogrammo, e la diagonale 
AG taglierà in parti uguali la diagonale FD passando per 
cousegueoza pel punto O ; lo stesso si può dire della diago- 
nale £C; dunque le quattro diagonali BH^ FD^ AG^ 
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EC »ì tagliano scambievolmenie io pani uguali od mede* 
siino punto. 

Sog. Scolio. Il panto O fi chiama ceniro del parai* 
leiepipedo. 



TEOREMA. XIX. 



!>io. In ogni parallelepipedo gli angoli solidi oppoUi' 
sono fra loro simmetrici. 

Paragoniamo l'angolo solido À al suo opposto 6; 
*i95. l'angolo EAB uguale ad EFB* è pure ugnale ad 
»4ii- HGC*\ l'angolo D AE ^ DHE ^^ CGF\ e l'angolo^ 
DA B s= DCB =■ H GF'y dunque i tre angoli piani che 
formano l'angolo solido A sono respeltivamenle uguali ai 
tre angoli piani clic formano l'angolo solido G; ma prolun- 
gando le costole deir angolo solido G al di ìh del suo ver-' 
tice si oh luogo ad un angolo triedro simmetrico all' angolo 
5«ilido G , e che potrebbe coincidere perfettamente coll'an* 
golo solido A; dunque gli angeli solidi opposti A^ e G 
sono simmetrici. 

TEOREMA. XX. 

5i 1 . // piano che passa per due costole opposte B F, 
D H divide il parnllelcpipedo in due prismi triangolari 
ABDEFH, BCDFGH simmetrici fra loro. 

TI solido ABDEFH è un prisma perchè i triangoli 
A B D 9 E FH sono uguali come equilateri fra loro , ed \ 
loro piani sono paralleli ; ed inoltre perchè le facce laterali 
AB FÉ, AD HE, BDHF sono parallelogrammi^ Lo 
stesso è del solido BCDFGH, Questi due prismi hanno 
poi le facce A B FÉ , GH D C uguali come facce opposte 
del parallelepipedo; hanno pure uguali le facce ADHE, 
GCBF, e le facce ABCD, GHEF per la stessa 
*5io. ragione; ma gli angoli solidi A e G sono simmetrici *, 
dunque i due prismi hanno no angolo solido simmetrico 
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compreso fra facce omologhe respeuivamente uguali ; dua* 
que essi sodo simmetrici *» * 4^. 

TEOREMA XXI. 

5ia» In ogni parallelepipedo rettangolo il quadrato Fìg. 177. 
<r una diagonale OG è uguale alla somma dei quadrati 
delle tre costole contigue, 

Infaiti conducendo O P avremo OG mmOF -j-^ FG , 
ma 0?'i=c5Ì V 5f *, dunque OG—o5V^V7^*. 

ovvero 0^'= OA -^'OB -^OC . 

5i3. Corollario. Dunque le diagonali d'un parallelepi- 
pedo retutìgolo souo uguali. 

TEOREMA XXII. 

5i4- Tln poliedro qualunque può sempre decomporsi in 
piramidi triangolari. 

Primieramente un poliedro qualunque può decomporsi 
in poliedri convessi ; lo che si ottiene cooducendo conve- 
uien temente un certo numero di piani secanti secoado le 
costole degli angoli solidi rientranti. 

Ci limiteremo pertanto a considerare un poliedro con- 
vesso. Supponiamo che da un punto qualunque preso dentro 
il poliedro si conducano delle rette a tutti i suoi vertici : 
verranno cosi determinati tanti triangoli quante sono le co- 
stole del poliedro , le cui respettive basi saranno le costole 
medesime; il punto interno sarà loro comune vertice. £ così 
il poliedro risulterà decomposto in piramidi le quali avranno 
quesii triangoli per facce laterali « per basi le facce del po- 
liedro, e per comune vertice il punto iuierno. E poiché ogni 
piramide poligona si può decomporre in piramidi triangola- 
ri*; segue che il poliedro potrà esser diviso in piramidi '^456. 
triangolari. 

Il vertice comune delle piramidi, ove uon si volesse 
dentro il poliedro , potrebbe ben anche situarsi sopra una 
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soa faccia , o sopra una sua costola « o ancora sai vertice 
d' an angolo solido del poliedro stesso. Sìa A. il vertice 
d'un angolo solido del poliedro; dal punto A si conducano 
delle rette a tutti gli altri vertici del poliedro , e s' immagi- 
ni latta una costruzione analoga alla precedente: il poliedro 
risulterà decomposto in piramidi le quali avranno per basi 
le sue diverse facce , quelle eccettuate che si riuniscono in 
^; in questo caso il numero delle piramidi sarà ugu'ile al 
numero totale delle facce del poliedro diminuito del numero 
delle facce deir angolo solido» nel di cai vertice si trova il 
vertice comune delle piramidi. 

5i5. Scolio I. Due poliedri uguali possono decomporsi 
in un medesimo numero di piramidi uguali e similmente 
disposte. Reciprocamente , due poliedri sono uguali quando 
sono divisibili in un medesimo numero di piramidi respetlì* 
vamente uguali e similmente disposte. 

5 16. Scolio li. Due poliedri uguali hanno necessaria* 
mente le facce omologhe respettivamente uguali e similmente 
disposte , 1' angolo diedro di due facce contigue in uno di 
questi poliedri ugnale air angolo diedro, delle facce omolo- 
ghe ncirallroy e gli angoli poliedri omologhi respettivamente 
ugnali. 

Reciprocamente due poliedri sono uguali quando hanno 
le facce respettivamente uguali e similmente disposte , e 
qualunque angolo diedro di due facce contigue in uno di 
essi uguale all' angolo diedro delle facce omologhe nell' al- 
tro. Infatti considerando nei due poliedri due piramidi trian- 
golari esterne omologhe si vedrà che esse sono uguali avendo 
un angolo diedro uguale compreso fra facce respetlivamenle 
uguali , e similmente disposte. Togliendo ai due polie<]n 
queste piramidi si avrauuo altri due poliedri nei quali le 
nuove facce saranno respettivamente uguali , e saranno pure 
respettivamente uguali i nuovi angoli diedri : potremo adun- 
que operare sopra questi nuovi poliedri come su i preceden- 
ti , e COSI procedendo potremo decomporre i due poliedri in 
un medesimo numero di piramidi triangolari nguali e si- 
milmente disposte; dunque questi poliedri sono uguali. £ 
d'uopo osservare però che questa proposiuone contiene varie 
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coàakioiii stiperflae ; polendosi inferire V uguagliati^ dei 
due poliedri da un numero di condisioni minore di quello 
che tale proposizione suppone. 

517. Definizione. Due poliedri s'joiende che sieno sim- 
metrici fra loro quando si possono decomporre in un mede- 
simo numero di piramidi triangolari simlnetriche , ed inver- 
samente disposte. 



TEOREHà XXIII. 



5 18. Due poliedri simmetrici hanno Le facce omologhe 
respeUivamente uguali, gli angoli diedri omologhi essi pure 
respettiviunente uguali , e gli angoli solidi omologhi Siiw- 



$pettiv€unente 
metrici. 



La dimostrazione è analoga a quella del teorema XUl. ^ * 49^ 



TEOREMA XXIV. 



5 19. Due poliedri sono simmetrici quando hanno le 
facce respettivamente uguali , inversamente disposte , e gli 
angoli diedri omologhi essi pure respettivamente uguali» 

Infatti ove un terzo poliedro fosse simmetrico ad uno 
dei proposti , esso sarebbe necessariamente uguale all'altro ; 
perchè le loro facce omologhe sarebbero respettivamente 
uguali e similmente disposte , e gli angoli diedri omologhi 
sarebbero essi pure respellivaniente uguali^. Dunque i due *5i8» 
poliedri proposti sono simmetrici fra loro. Questa proposi- 
zione contiene però delle condizioni superflue. 

520. Scolio I. La costruzione d' un poliedro simmetrico 
ad uno dei proposti , suppone che questo si decomponga in 
piramidi triangolari; ora qualunque sìa il modo di tale de- 
composizione il nuovo poliedro costrutto sarà sempre uguale 
all' altro dei proposti ; stantechè le facce e gli angoli diedri 
omologhi saranno sempre in essi poliedri respettivamente 
uguali ; di qui risulta che un poliedro qualunqiiC non può 
avere che un solo poliedro simmetrico. 
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Su. Scolio II. E da ciò rilevan pure» che le piramidi 
triangolari nelle quali si potsoDo decomporre due poliedri 
iimmetrìci , conducendo le rene che delerminano i piani di 
divisione da due vertici omologhi H^ A, sono sempre 
respeuivaraente sipimetricbe ed inversamente disposte, qua- 
lunque sieno essi vertiei omologhi. 

Ss^. Corollario Adunque le diagonali omologhe di due 
poliedri simmetrici sono respettivamenle uguali* Infatti sarà 
sempre posMbile decomporre £ì fattamente i poliedri che 
due diagonali omologhe qualunque » sieno le costole omolo^ 
ghe di due piramidi triangolari simmetriche. 

TEOREMA XXV. 

Fig* 178. S^3. Se due poliedri simmetrici hanno una faccia co» 
mune e sono costrutti^' uno al di sopra , V altro al di sotto 
di questa faccia le rette che uniscono i vertici degli angoli 
omologhi sono perpendicolari al piano della faccia mede^ 
sima ,e da esso divise in due parti uguali» 

Essendo i poliedri simmetrici le costole omologhe e le 
diagonali omologhe» debbono essere respettivamenle uguali; 
perciò supponendo che i punii H^ h sieno i vertici di due 
angoli solidi omologhi avremo necessariamente HB^s^hB^ 
HC^^ h Cf UD tsa hD; dunque la retta Hh che con* 
giunge i due vertici omologhi H^hk perpendicolare al 
piano AB CD E ed è divisa da questo piano in due parli 
uguali. 

5a4. Scolio, Questa proposizione comprende manifesta* 
* 480. e D^^>ilc come casi particolari i leoremi VII , XV. * 
498. 
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TEOREMA XXVI. 

StiS. Due poliedri sono simmetrici quando a^ndo una Fig. 17^ 
faccia comune sono costrutti l'uno al di sopra V altro al di 
sotto di qtiesta faccia in modo che le rette Asl, Bb, ec.^ 
le quali uniscono i vertici dtgli angoli omologhi-, sieno 
perpendicolari al piano della faccia medesima , e da esso 
divise in due parti uguali nei punti P, Q, ec» 

Si rovesci il trapezio APQB sul trapezio aPQà fa- 
cendolo girare ini orno a PQ; le rette AP^ aP uguali e 
perpendicolari sl PQ coincideranno » come pure le rette 
BQ 9 bQ\ perciò anche A B coinciderà con a b ; dunque 
la linea retla che congiuoge due vertici del poliedro supe- 
riore è uguale alla linea retta che congiunge i vertici omolo- 
ghi dell'altro. Cos\ supponendo che d, e e sieno vertici 
del secondo poliedro omulogbi ai vertici D^ e C del primo, 
avremo A C =» ac ^ B C^^ bc; e conseguentemente il 
triangolo ABC uguale al triangolo abc\ dunque il trian- 
golo che unisce tre vertici qualunque del poliedro superiore 
è uguale al triangolo che unisce i tre vertici omologhi del- 
l'altro poliedro. Perlochè i triangoli ADC^ BDC saranno 
respetti vamen te uguali ai triangoli ade, bdc\ e sark 
l'angolo DCBt^dcb, ACDv^acd, ACB^acb. 
Ciò posto 

I "Se i triangoli ABC^ ADC^ BDC si troveranno 
nello stesso piano avremo l'angolo DCB ^bm ACD + ACB \ 
ma in tal caso dovendosi pure avere dcb^acd-^acb 
anche i triangoli abc^ ade, bdc si troveranno in un 
medesimo piano. Dunque se più triangoli riuniti formeranno 
una faccia del poliedro superiore , i triangoli omologhi for- 
meranno una faccia dell' altro poliedro ; dunque ciascuna 
faccia triangolare o poligona d* un poliedro corrisponde ad 
una faccia uguale nell'altro. 

a.» Sei triangoli ABC^ ADC, BDC non si trove- 
ranno nello stesso piano , ma ibimeranno un angolo triedro 
in C avremo l' angolo D CB ^ A CD -h A CB; ma 
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allora dovendosi pure avere deb <,aed'h ad anche i 
irìaogoli ab e 9 adCf bdc formeranno in e un angolo 
triedro; e questi due angoli triedri» come costituiti di angoli 
piani respeiti vamente ugnali, saranno ugnali ; l'angolo diedro 
adunque formato dai piani ABC^ ADC sarà uguale 
all'angolo diedro formato dai piani abe^ ade\ ma si può 
supporre che le costole AC^ a e di questi angoli diedri 
sieno costole omologhe dei poliedri » dunque gli angoli die- 
dri omologhi dei due poliedri sono uguali. Dunque i due 
poliedri proposti sono simmetrici. 

5a6. Scolio /• Questa proposizione , com' è chiaro » in- 
dica un facile mezzo di costruire un poliedro simmetrico ad 
nn poliedro dato » sopra una sua faccia qualunque. 

537. Scolio II» £ manifesto che nella proposizione 
* 48a , e medesima sono incluse le due proposizioni Vili » XVI* come 
^^^ casi particolari di essa. 
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I POLIEDRI EQUIFALENTI. 



nozioni PRELIMINARI. 



5s8« U n solido geometrico considerato rbpetto alla sua 
|[raodezza prende il nome di volume, Inguisacbè tra i due 
ìroc«boli vohtme e solido geometrico è questa differenza ; 
eke il primo si annette esclusivamente all' idea delia quan- 
tilk di estensione d' un corpo , l' altro a quella specialmente 
della sua forma. Si dirk adunque solido, anzicliè volume, 
ogniqualvolta volendo prendere in considerazione la sola 
forma dt un corpo escluderemo 1' idea della sua gran- 
dezza , cioè lasceremo indeterminata la quantità della sua 
eclensfoote* 

Per tal modo la voce volume è analoga alla voce area , 
osandosi la prima relati vameqle ai solidi nel medesimo si- 
gnificato che si atU'ibuisce alla seconda relativamente alle 
superfici. 

Sag. Due solidi che hfinno il medesimo volume si dicono 
solidi equivalenti; e si riserva la denominazione di solidi 
'Uguali ad indicar qqelli che per qualche modo di sovrappo- 
•pqsizione possono coincidere in tutta la loro estensione. 

53o. Comprenderemo sotto il nome di dimensioni d' un 
parallelepipedo rettangolo, le tre rette che rappresenteranno 
la sua altezza , e le due dimensioni della sua base. Queste 
due dimensioni della base sono quelle cui talvolta si attribul- 
•coDo i nomi di lunghezza , e larghezza del parallelepipedo* 

la 
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53 1. Ogni parallelepipedo . reiupgoio fi dirà conlenulo 
coruprcso fra tre costole, che concorrono nel vertice d'uuo 
stesso angolo ; queste tre costole saranno evidentemente le 
tre dimensioni del parallelepipedo. 

53a. Ogni cubo si dirà fatto, o costrutto sopra una linea 
quando questa linea ne sarà il lato. Si dice ancora cubo di 
A volendo indicar quello di cui la linea ^ è il lato. 

533. Per esser brevi indicheremo talora un parallelepi- 
pedo per mezzo delle due sole lettere che si trovano ai ver- 
tici di due angoli opposti. 

TEOREMA I. 

534* Du€ parallelepipedi che hanno basi .uguali ed 
uguali altevze sono equitalenii. 

Fig.'iSo. Supporremo che i due parallelepipedi abbiano la base 
inferiore comune , e le loro basi superiori sitaaie sopra uno 
stesso piano parallelo alla base medesima : or due casi deb* 
bonsi considerare, secondochè ambedue i parallelepipedi sono 
o no contenuti fra gli stessi piani paralleli di due facce late- 
rali opposte. 

Supponiamo che al primo caso corrispondano i due pa- 
rallelepipedi AO ed AO ambedue lateralmente compresi 
fra i piani A B B' M e DCCP. I due prismi triangolari 
AMA' D PO', BNB'COC saranno uguali fra loro; 
infatti i triangoli AMA\ BN B' che loro servono di basi 
sono uguali stantecbè AM e BN ^ A A' e B B' sono 
parallele, ed i parallelogrammi APeBO^AD^eBC 
sono essi pure uguali. Ma togliendo dal solido AMPOBB 
il prisma A MA' DP D* resta il parallelepipedo A C^ e 
togliendo in vece dal solido stesso il prisma BN ff COC 
resta il parallelepipedo A O , dunque i due parallelepipedi 
A C\ A O sono equivalenti. 

L'altro caso cui supporremo che corrispondano i due 
parallelepipedi AC ed AC\ si riconduce agevolmenie al 



limo VII. i7g 

caso precedetite. Perocché prolungando le facce Aff^ DÒ 
del parallelepipedo AC^ e le facce AD*\ B C del parai* 
leiepipedo AC'\ daremo luogo al parallelepìpedo AO che 
risulta dallo scambievole incouiro di ^^%^ facce ; or dalla 
dimostrazione precedente consegue essere questo parallele* 
pipedo AO equivalente a ciascuno dei due parallelepipedi 
proposti AC\ AC"\ essi aduiique sono equivalenti fra 
loro* 



TEOREMA li. 

535. Qualunque parallelepipedo AG può essere tra* Fig, i8it 
sformato in un parallelepipedo equivalente , U quale avrà 
la medesima altezza ed una base equivalente. 

9 

a 

Si cambi il parallelogrammo AEFD^ base del paralle- 
lepipedo proposto AG^ nel rettangolo equivalente AB CD 
coDflucendo dai punti A , D le rette AB,DC perpendi* 
colarmente sopra BF; quindi sul piano AB CD s'inalzino 
le perpendicolari AI, BK, CL^ DM uguali all' altezza 
del parallelepipedo proposto, e si congiungano le loro estre- 
mi t2i mediante le rette IK, KL^ LM, MI\ otterremo 
Il parallelepipedo rettangolo ^Z il quale dico essere equi- 
valente al parallelepipedo proposto A G, Infatti costruendo 
un terzo parallelepipedo AH retto » la cui base sia AEFD 
e l'altezza AI , si vedrà essere tale parallelepipedo equi- 
valente al parallelepipedo A G \ essi hanno infatti la mede- 
sima base AEFD e la medesima altezza AI\ ma lo 
Btes<iO parallelepipedo retto AH e ben anche equivalente 
al parallelepipedo rettangolo AL^ perocché si può dire 
avere essi pure una medesima base AI MD ed una mede- 
sima altezza AB : dunque il parallelepipedo proposto AG 
è equivalente al parallelepipedo rettangolo AL ^ che ha la 
medesima altezza AI ^ e la cui base AB CD é equivalente 
alla base ^£FZ>. 
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Fig. t89. 536. Un prisma qualunque ABCDEK è equivalente 
al prisma retto AB'C ly E' K avente la stessa costola 
A F, ■• per base la sezione AB'C DK fatta nel primo 
prisma da un piano perpendicolare ad essa costola A F. 

Le basi del prisma retto AB' C jy Ef K souo le seiioni 
ABfCjyE\ FG'HTK fatte nel prisma obliquo da 
due piani condotti pei punti A ed F perpendicolarmente 
alla costola A F, le quali sezioni debbono essere poligoni 
* 4^* uguali*. Ora siccome le costole della superficie laterale d'un 
prisma sono uguali « avremo nel prisma obliquo AFmmBG^ 
e nel prisma retto AF w^ Bf G \ quindi B Gmm B' G\ e 
conseguentemente B B -^^^ GG'\ e per la stessa ragione 
CC^HH'. Diy^ir, EE'^KE!. Dunque si- 
tuando il poligono FGBH'K sul suo uguale AB'C DE! 
le rette GG^ HU!^ Il\ KK perpendicolari al piano 
FGKTE! dovranno respetti v amen te coincidere colle rette 
BBf,CC,DU,EE perpendicolari al piano AffCUE, 
cosicché il solido FGH! l' KK coinciderà in tutta la sua 
estensione col solido AB! C Df E'E\ donde risulta essére 
questi due solidi uguali ; ma se essi tolgonsi a vicenda dal 
totale solido AHC i resti sono il prisma obliquo AH^ 
ed il prisma retto AH'\ dunque questi prismi sono equiva- 
lenti fra loro. 

537. Corollario /• Due prismi sono equivalenti fra loro 
quando si riscontra essere una costola laterale dell' uno 
uguale ad una costola laterale dell'altro » e le sezioni respet- 
tivamente perpendicolari a queste costole uguali fra loro. 

538. Corollario II, I due prismi triangolari simmetrici 
ne' quali si può dividere ogni parallelepipedo mediante un 
piano diagonale sono equivalenti fra loro. 

53g. Corollario III. Un prisma triangolare qualunque 
è la meta di un parallelepipedo avente una base dóppia e la 
medesima altezza. 
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TEORBVA IV. 

54^* ^^ prismi che hanno basi uguali ed uguali 
altezze ; sono equis^aUnti. 

Supponiamo che i prismi sieno triangolari ; i parallelepi- 
pedi di coi essi prismi sono le metà avranno basi uguali ed 
uguali altezze » e saranno perciò equivalenti ; i prismi adun- 
ane saranno essi pure equivalenti. 

SuppQniamo poi che si Uatti di due prismi qualunque ; 
essi poiché le loro basi sono poligoni uguali t si potranno 
decomporre in un medesimo numero di prismi triangolari 
che avranno basi respettivamente uguali e la medesima 
altezza; questi prismi triangolari saranno adunque respet- 
tivamente equivalenti; dunque i prismi poligoni saranno 
anch'essi equivalenti. 

TEOREMiL V. 

54 1* Due piramidi triangolari che hanno basi uguali rig. i85. 
ed altezze uguali sono eipiivalenti. 

Sieno SABC ^ sabc le due piramidi le quali hanno la 
medesima altezza AZ ^ e le basi A B C ^ abc , ^ che sup- 
poniamo poste sopra uno stesso piano, uguali fra loro. Divi- 
dasi l'altezza A Z in un numero qualunque di parti uguali » 
e pei punti di divisione si conducano dei piani paralleli al 
piano delle basi ; le sezioni DE F^ GH I y ec.» fatte da 
questi piani nella piramide SA B C saranno respettivamente 
uguali alle sezioni def,*ghiy ec, fatte dai piani medesi« 
mi nella piramide sabc*. Ond' è che i prismi A C^ D F\ * 465. 
GÌ' ec.» costrutti sopra i triangoli ^/^^C» DEF9 GHI ec, 
in modo che abbiano per costole le parti AD^ DG^ GK ec., 
del lato SA , saranno respettivamente equivalenti ai prismi 
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ac\ df^ gi' ec, costrutti soprai triangoli abc^ def^ 
ghi^ ec.» in nodo che abbiano essi pure per costole le parti 

* 540. ad^ dg^ gkt ec, del lato $a*. £ parimente i prismi D E\ 
GJf,KL\eC costrutti al di sotto. dei triangoli DEF, 
CHI 9 KLM^ ec, colle costole DA, GD, KG, ec., 
saranno respetti vamcnie equivalenti ai prismi de\ gh\ 
kl\ ec.y costrutti al di sotto dei triangoli def, ghi, 
klm, ec.y colle costole da, gd, kg, èc» Qoos<^aeQte- 
mente la somma che chiameremo S dei prismi eccedend tara 
in ambedue le piramidi la stessa *, come pure sarà la stessa 
la somma che diremo s dei prismi deficienti; e siccome ciascu* 
nà piramide è compresa fra i prismi eccedenti e i deficienti , 
perciò tutte e due a un tempp saranno contenute fra i mitie* 
simi limiti S ed s. Ciò posto si osservi che in ambedue le 
|)iramtdi i due prismi che si vedono costrutti l' uno al di 
sopra l'altro al di sotto di ciascun triangolo DEF, GHI, 
éc,, sono uguali fra loro; per cui la differenza fra 5 ed s è 
evidentemente il primo prisma eccedente ABCC, oppure 
ab e e', la cui altezza è una delle parti nelle quali si è di- 
visa l'altezza AZ, delle piramidi ; ma il numero delle 
parti di ^Z può farsi grande quanto vogliamole piccola 
quanto vogliamo può in conseguenza divenire ciascuna di 
esse parti ; dunque il prisma AB CC ossia ah e e', cioè la 
differenza dei limiti iS, ed s in cui sono comprese le pira- 
midi proposte può divenire piccola quanto vogliamo ; dun- 
que queste due piramidi sono equivalenti. 

54^* Corollario /. Due piramidi poligone sono equiva- 
lenti (!|uando hanno ba^i uguali ed uguali altezze. Perocché 
esse potranno dividersi in un medesimo numero di piramidi 
respeltivamente equivalenti. 

543. Corollario II, Due piramidi simmetriche sono 
equivalenti. Infatti nelle piramidi simmetriche le facce omo- 

v.^ loghe sono uguali , ed alle facce 'omologhe corrispondono 

4^1 ) e sempre altezze uguali *. 

^ ' 544* Corollario III, Due poliedri simmetrici sono equi- 

*5i7. valenti*. 
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545. Ogni piràmide è cqtiis^nlente al terzo del prisma Pìg. 184. 
della medesima base , e della medesima altezza. 

Supponiamo primieramente che si traili di una piiamide 
triangolare ÀBCD, Pei punti B, C si conducano le rette 
BE t CF uguali e parallele ad AD » e si compia mediante 
le rette DF. FÉ. ED la costruzione del prisma ABCDEF 
il quale avrà la medesima base ABC. e la stessa altezza 
diella piramide proposta. Posto ciò si conduca il piano CDE\ 
il prisma risulterà decomposto nelle tre piramidi triangolari 
AB CD. P CD E . CD E F. La seconda di esse consi- 
derala come avente la base B CE ed il vertice D è equi* 
valente alla terza . la quale si può considerare come avente 
la base CE F ed il vertice Z>*; ma questa di cui la faccia * 5/|i. 
D E F Sì può prender per base . e C per vertice è equiva- 
lente alla prima , considerata come avente la base ABC 
ed il vertice D *; dunque le tre piramidi di che si compone *54i* 
il prisma ABCDEF sono equivalenti ; dunque la pira- 
mide A B CD è il terzo di esso prisma. 

Ciò posto si consideri una piramide qualunque ; essa si 
potrà decomporre in piramidi triangolari aventi tutte la me- 
desima altezza di essa» e per basi i vai-j triangoli ne' quali 
piacerà dividere la sua base poligona ; ora immaginando un 
prisma costrutto su la base della piramide proposta / ed 
avente la medesima altezza, e diviso in quei prismi triangolari 
che hanno per basi i triangoli costituenti la base della pira- 
mide proposta, si vedrà che ciascuno di questi iriangoli serve 
a un tempo di base ad un prisma e ad una piramide , la 
quale è il terzo di esso ; dunque la somma di tulle le pira- 
midi triangolari è il terzo della somma di tulli i prismi 
triangolari ; dunque una piramide qualunque è il terzo del 
prisma che ha la medesima base » e la medesima altezza. 



l84 ELEVBNTI DI OBOMBUUA 

TEOREMA VII. 

Fig. i85. 546. Se una piramide triangolare è tagUnin da ttn 
piano parallelo alla sua base , il tronco A B CDE F che 
resta togliendo la piccola piramide è eifuivalente alla som* 
ma di tre piramidi la cui comune altezza fosse V altezza 
del tronco , e le respettive basi fossero la base inferiore del 
tronco, la sua base superiore , ed una media proporzionale 
fra queste due basi. 

Sì conducano i piani BCD^ CDE; il tronco risoherk 
divìso in ti*è piramidi triangolari ABCD^ CDEF^ e 
BCED : la prima ha per base A B C^ e per altesza , qoella 
stessa del tronco : la seconda ha per base D E F e per 
altezza , essa pure quella del tronco : la terza può conside- 
rarsi come avente per base BCE ^ e per vertice D; ma se 
pel punto Df e nel piano della faccia A BE D ^ conducesi 
' DG parallela a BE^ alla terza piramide BCED po« 
tremo sostituire la piramide B CE G avente la medesima 
base BCE e la medesima altezza; or questa piramide 
BC E G ove si prenda la faccia GBC per base avrà il suo 
vertice in £ , e perciò la medesima altezza del tronco. 

Posto ciò sia G / parallela ad AC\ il triangolo BGI 
sarà uguale al triangolo DEF\ ma ABC l GBC H 
ABlGBi: BClBI, e GBC\ BG 1 H BC : BI i 
dunque A BC *. GBC \\ G BC \ BG I ùss\9l DEF% 
donde si ricava essere la base GBC della piramide BCEG 
media proporzionale fra le basi A BC^ DE F dei tronco. 

TEORRM4 Vili. 

Fig. 1E6. 547. Se si taglia un prisma triangolare di cui A B C è 
la base , con un piano DEF non parallelo a questa base , 
il tronco A BCDE F sarà uguale alla somma di ire pira- 
midi i i^ertici delle quali sono D, E, F, e la base comune 
ABC. 

Sì conduca il piano BCD, ed il piano CDE; il tronco 
ABCDEF insulterà diviso io tre piramidi AB CD, 
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BCDE e CDEF. La prima ha per base JBC e per 
vertice !1 ponto D. La seconda ove si pi*enda per base BCE 
e per vertice D può trasformarsi in altra avente per base 
BCE e per vertice ji, la quale si può poi considerare 
come avente per base j4BC e per vertice E. La tersa 
piramide CDEF di cui CE F ih base e Z> il vertice» 
può trasformarsi in altra che abbia la base CEF ed il ver- 
tice A^ oppure la base JCF ed il vertice i?; ma a 
questa potrebbe sostituirsi quella pure che avesse la base 
ACF ed il vertice J?, oppure la base ACB ed il vertice 
F\ dunque le tre piramidi nelle quali si divide il tronco 
sono respettivameute equivalenti a tre piramidi che avessero 
per base comune ABC e fcr vertici i punti D ^ E ^ F. 
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LE PROPORZIONI DELLE FIGURE SOLIDE. 



HOZIONI PRELIMIlfAni. 



54B; Ifliittrare an solido P significa determinare H 
suo rapporto con altro solido di nota grandezza che si chia* 
tna unità dei solidi , ovvero unità di volume. Tal rapporto 
rappresenterai il voltane del solido P. 

Nei solidi oltre l' equivalenza dei loro volumi , si consi* 
dera la similitudine delle loro figure » come nelle superfici. 

549* Due poliedri si chiameranno simili quando avranno 
latte le loro facce simili , similmente disposte , e gli angoli 
diedri formati dalle facce omologhe respcttivamente uguali. 

55o. Ponendo mènt^alla nozione della equivalenza e 
della similitudine di due poliedri , o di due snperfici* si vede 
come la prima si trovi annessa esclusivamente alla quantità 
di estensione di tali poliedri , o di tali superfici , e sia indi- 
pendente dalla loro figura » mentre la seconda annessa esclu- 
sivamente alla loro figura è indipendente dalla loro esten- 
sione. Infatti le definizioni che abbiamo date della equiva- 
lenza e della similitudine si riducono a considerare come 
equivalenti quelle superfici o quei corpi che sotto diversa 
figura hanno la medesima estensione • e come simili quelle 
superfici o quei corpi che sotto diversa estensione hanno la 
medesima figura. 
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TEOREHA I. 

iSg. iS7« . 55 1 . Due parallelepipedi reitangcti AM , AH deUa 
medesima base A B CD stanno fra loro come le respeUivt 
altezze AK, AF. 

Supponiamo primieramente che le altesse sieno commen- 

sorabìli » e che la loro comune misura sia contenuta per 

esempio 7 volte in AF^ e 3 volle \n AK\ dividendo AF 

in 7 parli uguali , AB conterrà 3 di queste parti ; talmen- 

^, ^AK 3 
teche sarà -r^«»— , 
AF 7 

Or pei punii di divisione di AF %\ conducano dei piani 
paralleli alla base ABCD\ ne risulteranno alti'ettanti pa- 
rallelepipedi rettangoli parziali tutti uguali fra loro avendo 
èssi basi uguali» ed allèsze' uguali; cosiccllè nno di essi 
diverrai comune misura dei due parallelepìpedi AM ^ AH\ 
e poiché tal misura sarà cooteouta 3 volle in AM ^ e 7 volle 

m AM avremo -rT?*""— • 

A H *] 

Dunque 

AJ» AK 

AH'^AF 

Supponiamo in secondo luogo che le altetse sieno incom- 
mensurabili. Si divida A F in un numero n qualunque di 
parti uguali ; il punto K cadrà fra due punti di divisione s 
e p consecutivi^ talmen teche supposto che in As sieuo 
contenute m parti » ed m •+- 1 ne sieno contenute in Ap f 

Il rapporto . -., sarà compreso fra 1 limiti —, . Or 

se pei punti di divisione di ^ F si condurranno dei piani 
paralleli alla base AB CD il piano KLMI cadrà fra i 
due piani secami consecutivi st >% pq ^ ed il paraUel€|>ipe* 
ào AH risulterà diviso in n parallelepipedi uguali dei quali 
m ne saranno contenuti nel parallelepìpedo At^ ed m 4- i 
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AM 
nel parallelepipedo A q ; co« il rapportò -2rff ^^^ ^^^"^' 

^ ... . . I» I» -4- I 
preeo esso pure fra i liiniti — » — - — . 

Dunque avremo * *^ 

AM AK 

'ah'^af* 

cioè sussiaierk la proporzione AM l AH H A Kl A F^ 
qualunque sia il rapporto delle due basi. 

TEOREMA li. 

55!i. Se Z* unità di volume sarà il cubo della unità tt- 
neare il volume del parallelepipedo rettangolo bara uguale 
al prodotto delle sue tre dimensioni. 

Sopra una base AVEV rr^ ACED si concepisca 
costrutto un parallelepipedo A'F la dì cui altezza Aff 
sia uguale all'unità di misura lineare; e sopra una base 
A^'ff'G*C'^» AB*G*C si concepisca costruito un paralle- 
lepipedo A'F' la cui altezza A'*iy' sia essa pure uguale 
air unità lineare. Essendo A"F\ ATJf* uguali ambedue 
air unità lineare la faccia A'B^'H'D' sarà il quadralo della 
unità lineare, e perciò uguale alla faccia MSTQ Frat- 
tanto in virtù del precedente teorema avremo 

A*'F* A"C' AF A'iy AF AB 
WW^WP' A^F'^^AW A'F^A'B'^ 

E rappresentando con P, X^ Y i volumi dei parallelepi- 
pedi AF, AF, A'F, cioè i loro rapporti col cubo MN 
il quale si prende per unità di misura dei volumi *, quando * 548- 
si ossijrvi che A'C ^AC^A C, AO ^AD,MP=^ 
A'D"^Aff:=^i, sarà 

y AC X AD P AB 
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« HCCCiM il qwiiienu nolliplicato pel divìtor* ik il di*ì- 
JeoJo, la prii» e la ««moda itguagliaau loauniniatreraiuio 



e gnoU coogianta alla lerxa lommiDÌilrerh 



pnode ■■ rileva die il volatile del parallelepipedo AF, 
owia il rapporto dì qaeito parallelepipedo al culio dell'unii& 
lineare i uguale al prodotto dei tre rapporti delle tue dimea- 
(ioni j^O, AC, AB alla medesima mi ilk lineare. Ma 
liccone quella udìUi è arbitrati» perciò per breviU li pone 

AF — ADye^ACyCAB, 

e li dice che il volume di un partdttlepiptdo rettangoli) 
è ugiuile al prodMlo delle sue tre dimennoni. Avvertendo 
perà che enunciando in tal modn il teorema, deve sottiatm- 
dert) f <^^ qualunque lia la lìnea preia per unità lineare , 
pufchè ai preuda per uniti di volume il cuho avente quella 
linea per lato, il volume del parallelepipedo rettangola 
viene indicato dal prodotto dei numeri che rappresentano le 
ine due dimensioni. 

'i^^. Corollario I. Se delle tre dimensioni AD, AC, 
AB d'un parallele[ùpedo se ne prendono due a piacere, per 
es., AD , AC ìi vedrà che esse sono nel tempo stesso le 
dimensioni di una faccia di questo parallelepipedo ; la quale 
avrà per misura il loro prodotto. E siccome prendendo una 
faccia per base del parallelepipedo la terza dimensione AB 
se sarebbe l' allexia , perciò sì può dire cbe il volume d' od 
paioli elepipedo è uguale al prodotto della sua base per la 
sua alletta. 

534. Corollario II. Viceversa, qualunque prodotto 
AX B')(,C di tre linee A, B, C o di un rettangolo 
A i^ B per una linea C ci dovrà coiuìderare come espri- 
Dunte il volume dì aa parallelepìpedo rettangolo avente le 
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dimensióni A^ B^ C» cioè il relUngolo Ay,B f^ base , , 
e la linea C per aliena* 

555. Corollario III. U volume di un cubo AC v\ quale. Fìs- »7fi- 
è un parallelepipedo rettangolo a dimensioni uguali sarà 
indicato dalla terza potenza del suo lalo AB\ questa terza 
potenza espressa dal prodotto AB X AB X AB sì rap-, 

presenta generalmente cosi AB» 

556. Corollario IV. U volume d' un parallelepipedo, 
qualunque è uguale al prodotto della sua base per la sua. 
altezza. Infatti un parallelepipedo qualunque è equivalente 
ad un parallelepipedo rellaiigolo della medesima altezza e 

di base equivalente*. ^fiS^ 

557. Corollario V. In generale il volume d' un prisma 
è uguale al prodotto della sua base per la sua altezza. Peroc- 
ché I.® un prisma triangolare è la metà di un parallelepìpedo 
avente una base doppia e la medesima altezza *\ or se il vu* * ^^ 
lume di questo è espresso dalla sua base moltiplicata per 1^ 

sua altezza , il volume del prisma dovrà esserlo dalla sua 
base» metà di quella dfd parallelepipedo» moltiplicata per 
la sua altezza;, a.^ un prisma poligono, può esser diviso io 
tanti prismi triangolari della medesima altezza quanti sono 
1 triangoli ne*quali vuoisi dividere la sua base *; or se il vo- "^49^ 
lume d' un prisma triangolare è espresso dal triangolo che 
gli serve di base moltiplicalo per la sua altezza » il volume 
del prisma poligono dovrà esserlo dalla somma di tutti i 
triangoli che compongono la sua base , cioè dalla sua bas^ 
medesima , moltiplicata per la sua altezza. 

558. Corollario VI. Il volume di una piramide è uguale 
al terzo del prodotto della sua base per la sua altezza. Infatti 
essa è sempre il terzo del prisma della medesima base e 
della medesima altezza ^ ''^' 

55g. Corollario VII. Due parallelepipedi , o due prismi 
qualunque » o due piramidi sono equivalenti allorquando 
hanno la medesima altezza e basi equivalenti. 

S60. Corollario Vili. I tronchi a basi parallele di due 
piramidi sono equivalenti quando hanno la medesima altez- 
za e le basi inferiori » oppure le superiori equivalenti. Infatti 
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si concepticano doe piramidi della medesima allessa colle lo* 
ro basi sopra. UQO stesso piano ; si conduca nn piano parallelo 
a (|iie}lo delle basi che tagli le due piramidi ; esso separerà due 
piccole piramidi che avranno pure la medesima altezza. Or se 
le basi delle piramidi proposte fossero equivalenti le sezioni 
cioè le basi delle piccole piramidi sarebbero anch' esse equi* 
valenti ; viceversa se fossero equivalenti le sezioni lo sareb* 

* JjfiS. bero pure le basi*; dunque le piramidi totali sono equivalenti,' 

ed equivalenti sono le piramidi piccole ; dunque i due tron- 
chi sono parimente equivalenti fra loro. 

56 1. Corollario IX. Or supponendo che uno di questi 
due tronchi equivalenti fra loro» sia triangolare, richia* 

* 54^ mando il teorema VII.* sark facile concludere che il tronco 

di una piramide qualunque è equivalente alla somma di tré 
piramidi la cui comune alteiza fosse l' altezza del tronco , é 
le respettive basi fossero la base inferiore del tronco , la sua 
base superiore , ed una media proporzionale fra le due basi 
medesime. 

56i. Corollario X. 11 volume d' un tronco di prisma è 
uguale al prodotto di una delle sue basi per il terzo della 
somma delle ire perpendicolari abbassate respettivamente 

* 547* sopra questa base da ciascuno dei vertici della base opposta*. 

563. Corollario XI, Un parallelepipedo qualunque , ed 
in generale qualunque prisma » come pure qualunque pira- 
mide poiranno essere rappresentati dal prodotto di tre linee; 
due delle quali esprimeranno le dimensioni del rettangolo 
equivalente alla base di ciascuno di tali solidi , la terza ne 
esprimerà V altezza ove si tratti del parallelepipedo o del 
prisma , ed il terzo dell' altezza ove si uatti della piramide. 

TEOREMA III. 

564* Il rapporto di due parallelepipedi rettangoli P, 
'p potrà sempre esser dato in linee. 

Sieno A 9 B ^ C \e dimensioni del parallelepipedo P» 
tà a^ b t e sieno quelle del parallelepipedo p. Si cerchi 

* 358» una quarta proporzionale X dopo le tre linee e , A ^ ^ *» 



t41RO Tilt. 193 

ed om quarta propoltioiuJe x» dopo le tre linee C» a. è. 
Dico che le due lìnee X 9 x sUranno ira loro come i pa- 
ndlelepipedi P, p. 
^In&tU avendoti 

tiJy.Bix. 
ciai: b: X. 

Itrii JXB^XXc. 

donde sì deduce che due parallelepipedi i quali avessero per 
basi i rettangoli AX^^ XXc tà una medesioia altezza 
C sarebbero equivalenti ^; come pure sarebbero equivalenti '^ Sò^» 
due parallelepipedi che avessero per basi i rettangoli a X ^» 
C X ^ • ^ *»^ medesima altezza e ; perlochè 

P^AXBxCn^XXcXC. 
p^aXhXc— cXCXx. 

Ma i doe parallelepipedi XXcX^» cX^Xx avendo 
una medesima faccia , o base cXC^ stanno fra loro nella 
fagione delle linee X ^ x dunque 

PlpllXlx. 

565. Corollario /. Ond' è che il rapporto di due prismi 
o di piramidi » cui si potranno sempre sostituire due paral- 
lelepipedi rettangoli ad esse respetti vamen te equivalenti» 
potrà esser ridotto al semplice rapporto di due linee. Lo 
che 9 come abbiamo veduto*, si può pure ottenere rispetto a * 364* 
due rettangoli , ed a due poligoni qualunque*. *373, 

566w Corollario II. Se quattro solidi , o quattro super- 
fici formeranno una proporzione» saranno vere per essa tutte 
quelle proprietà che abbiamo dimostrate nel Libro III rela- 
tivamente alle proporzioni delle linee. Imperocché i quattro 
termini della proporzione si potranno sempre considerare 
come rappresentati da quattro linee delle quali le prime doe 
avranno la medesima ragione dei primi due termini della 
proporzione data » le due ultime avranno la medesima ra- 
gione degli altri due termini ddla proporzione stessa. 

i3 
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TEOREMA IV. 

567. Due prismi qualunque , stanno fra loro come le 
respettive altezze quando hanno la medesima base , e stanno 
fra loro come le resptttive basi quando hanno la medesima 
altezza. 

Sapponiamo in primo luogo cht i dqe prismi abbiano 
una medesima base equivalente al rettangolo Ay,B\ C, e 
sieno le loro respettive altezze ; i due parallelepipedi rettan- 
Ay^By^C t Ay,By,c saranno respettivamente equiva- 
lenti ai prismi medesimi ; ma questi parallelepipedi avendo 
*55i. la medesima base A Y, B stanno come le altezze C» c*\ 
dunque due prismi della medesima base stanno fra loro 
come le respettive altezze. 

In secondo luogo supponiamo cbe i due prismi abbiano 
la medesima altezza C ^ essendo le loro basi equivalenti ai 
rettangoli AyB, a X ^ ; i due parallelepipedi rettangoli 
AyByCf aybyC saranno respettivameme equi va* 
lenti ai prismi medesimi. Ciò posto si trovino due linee X, 
x in modo che abbiasi 

C'.jir.B-.x, 

Cla'.lb'.x; 

sarà 

t 

e conseguentemente 

AXBXCwmCXCXX, aXiXC^CXCXxi 
•186. m» JXB'.aXil'.CX^lCXxllXlx*, 

»85i.ed AXBXClaXbXCy.CXCXX'.CXCXJ^y.X'.x*; 

dunque 

AxBXC:aXtXC::AXB:aXà' 
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Dunque due prismi della medesioia alteisa slaooo fra loro 
come le reapeitive basì. 

568. Corollario I. Due piramidi di qualunque nome 
stanno fra loro comi; le altezze quando hanno la medesima 
base , e stanno fra loro come le basi quando hanno la 
medesima altezza. 

569. Corollario II. Da ciò risulla che una proporzione 
non viene alterata quando al rapporto di due linee si sosti- 
tuisce il rapporto dì due parallelepipedi , o di due prismi 
qualunque, o di due piramidi di cui esse linee sieno le altezze» 
ed un poligono qualunque sia loro comune base. 

570. Corollario III, Come pure non si altera una prò- 
porzione quando al rapporto di due rettangoli o di due poli- 
goni qualunque vi si sostituisce quello di due prismi » o di 
due piramidi di cui essi poligoni sieno le basi 9 ed una linea 
qualunque sia loro comune altezza» 

57 1 . Corollario IV. Due parallelepipedi o due prismi 
qualunque le cui basi A , r sono inversamente proporzionali 
alle altezze A ^ a sono equivalenti* Infatii dalla proporzione 

R a 
r ^ A' 

questa pure deriva * * 569 , e 

570, 

Ry.A r Xfl 

donde si ricava essere i rapporti dei due parallelepipedi 
Ry^ A ^ ry^a ^ parallelepipedo rY^A ugnali fra loro; 
dunque il parallelepipedo KY^Ak equivalente al paralle- 
lepipedo r X <3( ^ ; cioè * 181. 

flX^ — rX«. 

Per questo risultato si può stabilire che nella proporzione 
R\r \\a\ A il prodotto dei termini medj è uguale a quel- 
lo degli estrerai ; il qual teorema giè dimostrato relativa- 
mente alle proporzioni delle linee , potrebbe qui pure com- 
provarsi mediante una figura di semplicissima costruzione. 

572. Corollario ^. Sia il rapporto dei due poligoni 
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/{ , Bf irgaal« t qoeUo delle due linee A , A'; ed ti rap- 
porto dei due poligoni r, r^ uguale a quello delle due linee 
a 9 a'; dico che moltiplicando termine a tecmine le propor- 
zioni 

Ri Bf II A l A\ 

i quattro prodotti «X^, /l'X«'. rX^t '^X^ 
formeranno essi pure una proporzione. 
Inibiti dalia prima proporzione si ricava 

*569,« flx«:/i'Xtf::^xr:^xr*; 

e dalla seconda la quale può ben anche scriversi cosi 
ri ricava parimente 

» 56j,, . /?' X fi' : «' X « : : ^ X ^ : ^'x r*; 

ora 9 osservando che queste due proporzioni hanno i medesi- 
mi consei^ueuii » avremo 

Fig. iG6. 573. Se si taglia una piriunide SABCD con un pia- 
no abcd parallelo alla sua base, la piramide Jabcd 
sarà simile alla piramide intera SABCD» 

Infatti tutte le facce dell' una sono simili alle facce 
* 549. dell'altra; gli angoli diedri sono respetiivamente ngnaii*. 

T£OR£lIA T. 

574* Due piramidi triangolari sono simili quando 
hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce 
respettivamente simili, e similmente disposte. 

Fig. 189. Sia l'angolo diedro SA uguale all'angolo diedro sa; e 
le facce SAB^ SAC che comprendono il primo sieno 
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respettivamenie fìmili alle facce sab^ smc che compren- 
dono r altro, cosicché abbiali 

sj : sa :: s B : sb II À B : ab :: s c : se :: A c : ac. 

Sapponendo the la costola SA sìa maggiore della costola 
sa 9 facciasi SA ^sa ^ e pel punto A' conducasi un piano 
A'ffC parallelo ad ABC\ la piramide risultante iSi^'^'C' 
sarà simile alla piramide SABC*\ e uè verranno le prò- ^SyS. 
porsionì 

SA : SA'\ \SB\SV\\AB\ AWÌ\SC\SC \ \ AC\AC', 

paragonando queste proporzioni colle precedenti , poiché 
SA' *=»sttf concluderemo essere SB* ^^ sb^ A' B^ ^=^ ab ^ 
SCT'ss^sc^ A'C^^ac\ dunque i triangoli SA*B\ SA'C^ 
sono respeltivamente ugnali ai triangoli sab , sac \ dunque 
le piramidi SAB'C^ sab e sono uguali fra loro ^ ; dunque »468* 
la piramide SA BC i slmile alla piramide sab e*. " SjS. 

575. Sc(Aio, Sieno SO^ so le altezze delle piramidi 
SABCt sabCf e supponiamo che SO incontri il piano 
A'B'C nel punto O' : siccome la piramide sab e è uguale 
alla piramide SA'BC^ sarli S(y mmso\ dunque due pira* 
midi simili hanno le loro costole omologhe proporzionali 

dille altezze*. . *4^. 

TEOREMA VI. 

m 

576. DtiC piramidi triangolari sono simili qìiando 
hanno le loro costole respettivamente proporzionali» 

Poste le proporzioni ^ Fig. 189. 

SA : sai :SB : t^: :ab : abnsc: scy.Ac: ac: :bc: bc; 

da" esse risolta che i triangoli o facce SA B , SA C sono 
simili alle facce sab, sac e similmente disposte; ed 
inoltre che il triangolo ABC è simile al triangolo a bei 
ragione per cui ì tre angoli piani che formano 1' angolo 
solido C saranno ^uguali respettivamente agli angoli piani 
che formano l' angolo solido e ; donde segue ch^ l' angolo 
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diedro SA Formato dalle facce SAB^ SAC è uguale 
all'angolo diedro $a formato dalle loro omologhe $ab^ 
sac» e che perciò le due piramidi SABC^ sa oc sono 
>» 574. simili *. 

577. Scolio, Da questa proposizione, e dalla precedente 
eziandio 9 raccogliesi che la definizione dei poliedri simili 
contiene delle condizioni superflue allorché essa special* 
mente si applica alle piramidi triangolari ; bastando' come 
vediamo a comprovare la similitudine di due piramidi trian- 
golari l'uno o l'altro dei criterj espressi dalle proposizioni 
medesime ; ciascuno de' quali comprende cinque soli dati , 
cioè assegna cinque condizioni soltanto coi debbono soddi- 
sfare le piramidi triangolari onde sicno simili. In generale 
quando il poliedro è d'una specie determinata le. condizioni 
della similitudine si riducono a numero tanto piò piccolo 
quanto più piccolo è quello de^li elementi che si richie- 
dono per determinare un tal polictlro. 

TEOREMA VII. 

578. Due poliedri simili sono composti d* un medesimo 
numero di piramidi triangolari simili , e similmente di* 
sposte, 

Fig. 190. ^c facce omologhe dei due poliedri proposti , essendo poli- 
goni simili 9 si potranno dividere in un medesimo numero di 
triangoli simili, e similmente disposti; avendo eseguita que- 
sta partizione supponiamo che dai vertici omologhi S^ s dei 
due poliedri si conducano delle rette a tutti gli altri vertici; 
essi poliedri risulteranno divisi in un medesimo numero di 
piramidi. Ogni piramide del primo poliedro avrà la sua 
omologa neir altro , ed i vertici di due piramidi omologhe 
saranno sempre vertici omologhi dei due poliedri. Ciò 
posto osservando che per la natura dei poliedri simili gli 
angoli diedri SD^ sd sono uguali , e che i triangoli SDC^ 
SDG sono simili ai triangpli $dc ^ ^à.g\ potremo con- 
cludere essere la piramide SCDG simile alla piramide 
* 574* scdg*. Or si sopprimano dai due poliedri queste piramidi; 
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i doe poliedri risultanti saranno essi pare simili ; perocché 
le facce SCG. SABC, SFIG, CGPOM sono simili 
respetti vamente alle facce scg ^ sabc , $fi g^ cgpom\ 
altre delle loro facce sono le slesse facce dei poliedri primi- 
tivi: oltre a ciò nei due nuovi poliedri gli angoli diedri 
SC^ CGf GS sono respeiti vamente uguali agli angoli* 
diedri se, eg^ gs^ come agevolmente si vede. 

Or nel modo con cui nei due poliedri primitivi si è di* 
mostrata la similitudme delle due piramidi SCDG, scdg^ 
così in quelli che abbiamo ottenuti per la soppres&ione di 
esse piramidi si potrà dimostrare la- similitudine delle due 
piramidi SCGM ^ scgm; laonde procedendo nella stessa 
guisa riscontreremo essere tutte le piràmidi in che abbiamo 
diviso il primo poliedro respettivamente simili alle piramidi 
omologhe dell' altro ; come si doveva dimostrare. 

« 

TEOREMA Vili. 

679. Reciprocamente due poliedri sono simili quando 
sono composti d' un medesimo numero di pimmidi trian- 
golari respettivamente simili , e similmente disposti. 

Le superficie dei due poliedri sono evidentemente compo- Fig. 190. 
ste di triangoli respettivamente simili , e similmente disposti ; 
essendoché questi triangoli sono facce di piramidi triangolari 
simili, e similmente disposte; così il triangolo CGD è- 
simile al triangolo cgd^ il triangolo CGJif è simile al 
triangolo c^m, ec. 

Dì più se i triangoli CGD , CGM fossero in uno stesso . 
piano V avremmo T angolo MCDtssmMCG-^G CD , e 
conseguentemente V angolo mcd «s^mcg -h gcd^ cioè 
anche i triangoli cgd^ cgm sarebbero in uno slesso piano; 
dunque se più triangoli CGD^ CGM, MGO, OGP 
sono in un medesimo piano, e formano una sola faccia 
CDGPOM, i loro omologhi o^d, cgm^ nigo, ogp 
saranno anch' essi in un medesimo piano , e formeranno 
pure una sola faccia cdgpom simile a CDGP O M \ 
dunque ogni faccia poligona nel primo poliedro corrispon- 
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derli ad una faccia polìgona simile uell' altro ; dunque i due 
poliedri saranno compresi dà un medesimo numero di piani 
simili , e similmente disposti. Dico di piì| , che gli angoli 
diedri omologhi saranno ugnali ; infatti nelle piramidi trian- 
golari simili , gli angoli diedri formati da facce simili , sono 
uguali ; or gli angoli diedri omologhi dei due poliedri o sono 
angoli diedri omologhi delle piramidi costituenti, o sono 
somme di angoli diedri omologhi di queste stesse piramidi ; 
dunque in ogni caso essi sono uguali. 

TEOBEMA lE. 

Fig. igo. 58o. Nei poliedri ùmili le costole omologhe » le dia- 
gonali imìologhe delle facce omologhe, e le diagonali 
interne omologhe sono proporzionali» 

Sieno OP ed ÀE due costole qualunque del prime 
poliedro omologhe alle costole op^ a e dell'altro; poiché 
le facce omologhe nei poliedri simili , sono poligoni simili , 
avremo O P l op H CDl ed . JE l ae H jiSl as . 
CDlcdy.ASlasi e perciò OP l op y. AE l ae-, 
le costole omologhe sono adunque proporzionali. 

Sieno OG ed SE le diagonali di due facce qualunque 
del primo poliedro » omologhe alle diagonali og ed se; 
avremo OGl og y. OP l op , SE l se y. J E l ae ; 
ma OP: opy.AElae; dunque OGl og y.SE l se; 
dunque le diagonali omologhe delle facce omologhe , sono 
anch' esse proporzionali. 

Sieno SP ed NA due diagonali del primo poliedro 0910- 
loghe alle diagonali sp^ na ; avremo>«SP Ispl OP ^ op. Ma 
poiché le piramidi costituenti aver potrebbero nel primo polie*. 
dro il comune vertice non in S^ ma sibbene in N^ e nell'al- 
tro poliedro in n , perciò sarà pure NA Inay A E \ ae; 
ora OPlopy, AE l ae\ dunque SP\spyNA: na; 
dunque le diagonali iatemc omologhe » sono esse pure pro- 
porzionali. 
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TEOREMA X. 



Mi. Lt superfici dei poliedri iimUi Hanno fra loro Fig. 190. 
come I quadrati delle costole omologhe. 

Siccome le aree dei polìgoni simili stanno fra loro come 
i quadrati dei lati omologhi, sarà 



: AB lab. 

: SD: n\ 



SABCD : $atcd 

SAEFlsaef 

SDGIFlsdgif 

e cos\ di seguito ; cousegaentemente 

SABCD : sabcd : : SJEF ; sae/l : SDGIF : sdgif ec; 

dunque la soàima di tutte le facce del primo poliedro starà 
alla somma di tutte le facce del secondo , come una faccia 
qualunque dell' uno sta alla faccia omologa dell' altro , 
oppure come il quadrato di una costola del primo sta alla 
costola omologa del secondo : dunque le superBcì dei polie- 
dri simili stanno fra loro nella ragione dei quadrati delle 
costole omologhe. 

TEOREMA XI. 

583. / volumi dei poliedri simili stanno fra loro come pig. 189. 
i cubi delle costole omologhe. 

Si considerino in primo luogo le due piramidi triangolari 
simili SA B Cf sabc\ avremo 

so:so::AB:ab*i •4». 

ma 

ABC labe :: aIi*: oV, 

e per conseguenza 

\ABC:iabc::AB':ab. 
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perciò 9 moltiplicando queste due proponioni termioe per 
lermiae, avremo 

kJBcx SO liaicx «o=!75': Tò, 

dunque le due piramidi triangolari simili SABC^ sahe 
stanno fra loro nella ragione dei cubi delle, loro costole 
omologhe. 
Fig. 190. ^>^ posto passiamo a considerare due poliedri simili 
qualunque ; le piramidi omologhe respettivamente simili 
ne' quali essi si decompongono daranno le proporzioni 

; 'cd\ Td. 



Cm\ cm\ 



SCDGl scdg 

SCGMlscgm 

SGOMlsgom 
e COSI di seguito ; conseguentemente 

SCDG : $cdg : : SCGM : $cgm : : SGOM : sgom ec.; 

dunque la somma di tutte le piramidi costituenti il primo 
poliedro starà alla somma di tolte le piramidi costituenti 
il secondo , come una piramide qualunque dell' uno sta alla 
piramide omologa dell' altro , oppure come il cubo di uua 
costola del primo sta al cubo della, costola omologa del 
secondo ; dunque i volumi dei poliedri simili stanno fra loro 
nella ragione dei cubi delle costole omologhe.* 



LIBRO NONO 



I TRE CORPI ROTONDI. 



irOZIONI PRELIMINARI. 



583. v> Itre i poliedri di che abbiamo tenuto proposito 
ne' libri precedenti la Geometria elementare considera altri 
tre corpi , il cono , il cilindro , eia sfera cui si dk il nome 
di corpi rotondi; le forme de' quali noi definiremo accen- 
nando prima le forme di quei corpi del di cui genere essi 
sono casi particolari. 

584* Sotto il nome di superfici coniche comprendonst 
tutte quelle che si concepiscono come prodotte dal movi* 
mento d' una retta generatrice fissa in un punto , e soggetta 
a percorrere una lìnea qualunque , che chiamasi direttrice. 
La direttrice quando è una linea piana prende il nome di 
base ; e quando tal base è una circonferenza di circolo la 
superficie conica corrispondente dicesi particolarmente super» 
fide conica circolare. Finalmente secondochè il vertice 
della superficie conica cioè il punto fisso della generatrice 
è situato fuori dell' asse oppure sopra l'asse della base circo- 
lare *^ la superficie conica è cliiamata circolare obliqua ^ o *^glS* 
circolare retta. 

Perciò la superficie laterale della piramide è una super* 
ficie conica ; è quella cui serve di base e conseguentemente 
di direttrice il perimetro di un poligono piano. 

585. Il corpo o solido terminato da una superficie conica 
si chiama cono, L' altezza d' un cono è la perpendicolare 
abbassata sul piano della sua base. 
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Nel cono circolare la retta che congiaoge il vertice col 
centro della base si dice asse. 

Nel cono circolare retto V asse è ugnale all' altezza. 

Le figure 191, e iga, rappresentano respettivamente un 
cono circolare obliquo * ed un cono circolare retto; iLloro 
asse è indicato dalla retta SO» 

586. 11 cono circolare retto si può anche considerare 
come risultante dal rivolgimento d' un triangolo rettangolo 
A SO intorno ad uno dei lati dell' angolo retto preso per 
osse y mentre l' ipotenusa serve di generatrice. La ipotenusa 
medesima si chiama talom lato , o apotema del cono. 

Questo è il solo cono che si consideri n^li Elementi 
della Geometria. 

5K7. Sotto il nome di super fi ci cilindriche si compren- 
dono tutte quelle superfici» le quali si Concepisccmo come 
prodotte dal movimento d'una retta generatrice che si 
mantiene costantemente parallela a se stessa , percorrendo 
una linea direttrice qualunque. Questa linea direttrice» quan- 
do è piana , chiamasi base; e quando è la circonferenza d'un 
circolo , la superficie cilindrica che le corrisponde appellasi 
superficie cilindrica circolare Quindi secondochè la gene- 
ratrice è obliqua oppure perpendicolare al piano della base 
circolare, la superficie cilindrica è detta respettivamente 
circolare obliqua o circolare retta. Si vede manifestamente 
che la superficie laterale del prisnui è anch' essa una super- 
ficie cilindrica cui serve di base, ossia di direttrice il peri- 
metro d' un poligono piano. 

588. li solido terminato da una sttperficie cilindrica 
chiamasi cilindro. La superficie laterale d'un cilindro cir- 
colare è limitata nella sua lunghezza da due piani circolari 
paralleli. Questi piani paralleli sono le basi del cilindro; 
la distanza che li separale è V altezza; e la retta che con- 
giunse i centri delle due basi ne è 1' asse. 

Le figure 193, e 194» rappresentano respettivamente nn 
cilindro circolare obliquo, ed un cilindro circolare retto ; 
la retta 0& ne indica l'asse. 

589» 11 cilindro circolare retto si può anche considerare 



come prodotto dal rivolgiuieiito d' un rettàngolo A O QfA! Fig. 194. 
intorno ad ano dei suoi lati OCf come asut ; in tal caso 
il lato opposto AA! sarà la generatrice della saa superBcìe 
laterale. Questo è il solo cilindro che venga considerato 
negli Elementi della Geometria. 

590. Or tutte quelle superfici le quali si possono imma- 
ginare come generale dal rivolgimento d'una linea sopra due 
suoi punti 9 o intorno alla retta che congiunge questi punti 
medesimi si chiamano uiprrfici di rivoluzione; Tali adunque 
sono le superBci del cono circolare retto , e del cilindro 
circolale retto ; tale quella prodotta da una mezza circon- 
ferenza the gira intorno al proprio diametro. 

591. Ogni superScie prodotta dal rivolgimento d'una 
mezza circonferenza intorno al proprio diametro chiamasi . 
superficie sferica. Or prichè tutti i punti della mezza circon* 
ferenza sono ugualmente distanti dal centro, perciò una 
superficie sferica è quella di cui tutti i punti sono ugual- 
mente distanti da un punto interno, che prende es$o pure 

il nome di centro della superficie stessa. 

591. Il solido terminato da una superficie sferica si 
chiama sfera. Il raggio della sfera è ogni liuea retta con- 
dotta dal centro ad un punto della sua superficie ; il dia" 
metro o asse è ogni linea che passando pel centro termina 
da ambe le parti alla superficie. Tutti i raggi della sfera 
sono uguali tutti i diametri sono uguali » e doppj del raggio. 

TEOREMA I. 

893. Se un cono circolare retto è tagliato da un piano Fig. 19^2. 
parallelo alla sua base ABC, la sezione A'B'C sarà un 
circolo^ 

Steno Of B'f O le respettive intersezioni del piano 
AffC coU'asse SO e coi due lati qualunque^^, SC del 
cono. Evidentemente AB sarà parallela ad ^'^'^ e CD 
lo sarà a CZX; per cui avremo le proporzioni 

SOlSO'll OBiaff 

so: sa:: oc:oc% 
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dalle qaali, poiché OBmmOC. fi ricava OB'^ OC\ 
dunque tutti i punti del perìmetro ASC jono equidistanti 
dal punto O'; dunque questo perimetro è una circonferenza 
di cui O' è il centro. 

594* Scolio /. La sezione ASB di un cono circolare 
retto con un piano condotto pel suo asse £0 è un triangolo 
isoscele doppio del triangolo generatore SO B, L' angolo 
ASB èì chiama angido al centro del cono; l'angolo OSB 
del triangolo generatore è la metà dell' angolo al centro. 

5g5. Scolio II, Pertanto il solido SAWC sarà esso pure 
un cono, che si può concepire generato dal triangolo SOB^\ 
ì due coni SAB*C ^ SABC sono adunque generati dai 
triangoli SCyff^ SOB simili; e siccome questi triangoli 
somministrano la proporzione SU \ SO \\ Off \ O B^ se* 
gue die nei coni medesimi SAB'C^ SABC gii assi stanno 
nella ragione dei raggi delle loro basi. 

596. Definizione /. Due coni circolari retti sono delti 
fimili quando sono prodotti dai rivolgimenti di due trian- 
goli rettangoli simili intorno a lati omologhi ; quando cioè 
i loro assi stanno nella ragione dei raggi delle loro basi. 

597. Definizione IL La parte d' un cono compresa fra 
la sua base , ed un piano ad essa parallelo si chiama tronco 
di cono. Tal' è il solido ABCABV-, il quale si può consi- 
derare come generato dal trapezio OBO'ff^ i cui angoli O» 
ex sono retti , girevole intorno al suo lato OO", Questo lato 
00 Sì chiama asse o altezza del tronco ; i circoli A B C^ 
AVO ne sono le ha&i ; BV ne è il lato. 

598. Definizione III, I tronchi di due coni circolari 
retti sono detti simili quando sono generati da trapez] simi- 
li ; quando cioè i loro assi sono proporzionali ai raggi delle 
basi corrispondenti. 
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Sgg. Varca della superficie InieraU d'una piramide Fig. i65. 
regolare SA BC DE è uguale alla metà del prodotto del 
perimetro ABCDE della sua base per la sua apotema ST» 

L' area del triangolo SAB è ugnale alla metà del pro- 
dotto AB X ST; ma la superScie laterale della piramide 
&ABCDE è costituita di tanti triangoli uguali ad SAB 
quanti lati ha il perimetro della sua base ; dunque prenden- 
do la metà del prodotto A B Y. ST tante volle quanti lati 
ka la base della piramide , il resultato esprimerà Tarea della 
8nper6cie laterale della piramide. Or poiché prendendo il 
lato AB tante volte quanti lati ha la base ne risulta il 
perimetro di essa base ; dunque l'area della superficie late^^ 
rale d' una piramide regolare è uguale alla melk del pro- 
dotto del perimetro della sua base per la sua apotema. 

6oo« Definizione /. Ogni piramide avente il vertice 
stesso di un cono e per base un poligono iscritto nella base 
di questo cono è detta iscritta nel cono medesimo ; reci- 
procamente il cono è detto circoscritto a) la piramide. 

601. Definizione II. Ogni piramide avente il vertice 
stesso di un cono e per base un poligono circoscritto alla 
base di questo cono è detta circoscritta al cono; recipro* 
camente il cono è detto iscritto nella piramide. È. facile 
vedere che in tal caso le facce della piramide iono tangenti 
al cono, cioè ciascuna di esse ha di comune colla sua super- 
Scie una linea retta , la quale è appunto il lato del cono 
medesimo. 

LEMMA II. 

60 a. La differenza delle super fici di due piramidi 
regolari V una iscritta in un cono V altra circoscritta , e 
quella eziandio dei loro volumi possono riuscire minori di 
qualunque quantità data, 

1.° Sieno p^ p* \ perimetri delle basi delle due pira- Fig. i^S. 
midi l' una circoscritta ad uu cono , V altra iscritta \ L ^ Il 
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•ieno le apoteme loro ; le saperfici di qneste piramidi sa-* 
ranno respettivamente rappresenlate dai prodoiti | ^ X «^ » 
^p'y,L'. Or l'apotema Sd^mL della piramide circo- 
acritla è il lato flesso del cono. Inoltre quanto pi& è 
piccola la corda ab^ tanto più grande è la sua disunsa 
O g dal centro O » e taut-o più grande ancora è V apoiema 
Sg wm L' della piramide iscritta » come obliqua che allora 
più si discosta dalla perpendicolare «SO* Cosicché molti- 
plicandosi ti numero dei lati dei perimetri p ^ p' V apotema 
Sg lenderii ad uguagliare T apotema SG senza giammai 
superarla 9 e nel tempo stesso il perimetro p' tenderà ad 
uguagliare il perimetro p\ dunque il valore del prodotto 
\p*Y^L' si approssimerà continuamente al prodotto \py^L\ 
dunque il primo potrà differire dal secondo d'una quantità 
minore di qualunque quantità data; dunque la differenza 
delle superfici di due piramidi l'una ctreoscrilta ad un coiio, 
l'altra iscritta , potrà riuscire minore di qualunque quantità 
data. 

i.<» Sieno h ^ V \t superfici delle basi delle due pira- 
ioidi medesime ; A la comune al lecca di t%»t ; i volumi loro 
saranno respetlivamenle rappresentali dai prodotti \h^ A^ 
"» 558. ^h' Y, A*\ la differenza de' quali come bene si scorge potrà 
riuscire minore di qualunque quantità data; la differenza 
dei volumi può adunque riuscire anch' essa minore di qua* 
lunque quantità data. 

6o3« Scolio, La superficie conica è tutta racchiusa fra 
le superfici della piramide iscritta e della circoscritta. Ora 
moltiplicandosi i lati dei poligoni iscritti e circoscritti il 
numerò delle linee di contatto della superficie conica colle 
superfici della piramide iscritta , e della circoscritta si farà 
sempre più grande » mentrechè il volume della piramide 
iscritta e la sua superficie eziandio cresceranno, ed il volume 
della piramide circoscritta e la sua superficie decresceranno. 
Ed è da osservare che nel tempo stesso in cui la superficie 
del poligono iscritto » il suo perimetro » e l' apotema Sg 
crescono» il punto g si approssima alla superficie del cono , 
e nel tempo in cui la superficie del poligono circoscritto » 
ed il suo perimetro decrescono » l' apotema «SG si mantiene 
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sèmpre costante. Da ciò si ia manifesto che la piramide cir- 
coscritta e la Sscritta tendono a confondersi col cono; che la 
superficie della prima è maggiore , quella dell'altra è minore 
della, sup c rfkii del cono ; finalmente che lesuperfici con- 
vesse dì queste piramtdr sì possooo oan^iderare come due 
limiti contenenti la Superficie convessa del cono » i quali 
possono per loro natura differire d'nna quantità piccola 
quanto vuoisi ; ed ì volumi loro come i limiti del volume di 
esso cono. 

TEOREMA II. 

604. L' area della superficie convessa <!' ym cono dreo* 
lare retto è uguale alla metà del prodotto del suo lato per 
la circonferenza della sua base, 

» 
Sia S la superficie convessa del cono, L ti suo lato» 
C la circonferenza della sua base % p% p' sieno i perìmetri 
delle basi delle due piramidi l'una circoscrìtta al cono» 
l' altra in esso iscritta. Le superfici 5 » J delle piramidi 
l'una circoscrìtta , l'altra iscritta sono i limiti della superficie 
S del cono*. D'altra parte i rettangoli \pY^L^ ^p'y^ L • 6o5. 
sono i limiti del rettangolo ^C y^ L. Ma s a» § ;? X -^ t 
J mMi\py^L\ dunque la superficie S^ ed il rettangolo 
^ C y L si trovano ambedue fra i medesimi limiti ; cioè 
fra le due superfici 5 » s^ la cui differenza può riuscire mi- 
nore di qualunque quantità data ; dunque 5 e» | C X -^^ 

605. Cbro/Z^rrto /.. Conducasi pel punto jéf mezzo del Fig. iga. 
Iato SA un piano parallelo alla base del cono; indicando 

con circ. O A » circ. O'A* le circonferenze i cui raggi sono 
OA^ OAfi avremo la proporzione 

circ. OA ; circ. &A' i: OA [ a A' V.SA: SA\ 

dalla quale» poiché SA' è la metà di SA^ si deduce essere 
circ, O A* la metà di circ, OA , ed 5 tw circ. OA X SA\ 
dunque /' area della superficie convessa d'un cono è uguale 
al prodotto del suo lato per la circonferenza della sezione 
equidistante dai vertice ^ e dalla base, 

»4 
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606. Corollario II, Si conduca pel punto jt una per- 
pendicolare ad SA prolungandola fino all' incontro dell'asse 
del cono nel punto H\ \ triangoli A*0*H^ A OS avendo i 
loro lati respettivamenle perpendicolari saranno simili ; per 
cui avremo 

SAlSOy.A'HlO'A'i 

e couseg^entemenie 

SA: SO:: are. a'h : drc. oa'-, 

ovvero 

S = Ciro, a A' XSA:^ drc. A'H X SO-, 

dunque /' area della superficie convessa del. cono è uguale 
al prodotto della sua altezza per la circonferenza di rag^ 
gio uguale alla perpendicolare A'H, inalzata sul mezzo 
d'un lato SB, e terminata all'asse. 

607. Corollario III, L'area della base del cono è ugna* 
le al prodotto della sua circouferenza per la metà del raggio; 
dunque la superficie conversa del cono sta alla sua base 
come il lato del cono sia al raggio della base medesima. 

TEOREMA III» 

608. // volume d' un cono circolare retto è uguale al 
terzo dd prodotto deUa sua base per la sua altezza. 

Sia F' il volume del cono, ^ la sua altezza, B la sua 
base; b^ b' sieno le basì delle piramidi l'una circoscritta 
al cono, l'altra iscritta. I volumi i^, i^' di queste piramidi 
sono i limiti del volume V del cono. D' altra parte i 
prodotti \byc^ A ^ \V Y^A sono evidentemente i limiti 

* 6o5. del prodotto i ^ X ^*. Ma v — ^ * X ^, v'^\b'y,A\ 
dunque V^ eài \ Ay^B sono quantità contenute fra i me- 
desimi limiti , cioè fra i due volumi i^ , /la cui differenza 

» 609. P"^ riuscire minore di qualunque quaniith data * ; dunque 
V^\BY.A. 

609. Corollario /. Un cono qualunque si può conside- 
rare come equivalente ad una piramide che abbia la mede- 
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sima altezza» e per base un poligono equivalente al circolo 
che serve di base al cono. 

6iO. Corollario II, Segue da ciò che i coni della me- 
desima altezza stanno fra loro come le respettive basi , ed i 
còni della medesima base stanno fra loro come le respettive 
altezze *. * 568. 

6i 1. Corollario III, I coni simili stanno fra loro come 
i cubi delle loro altezze A ^ A\ o come i cubi dei raggi 
E^ B! delle loro basi Infatti , i couì essendo simili » avremo 

A \ A' l\ R \ Bf\ 
ma BIB' :\R\:R^, 

dunque 

BXA:B*XA':iW\R^^ 

e per conseguenza 

,\BXA:\ffxA'::iP:i^'::A:A'. 

TEOREMA IV. 

6ia. L'area della superficie convessa del tronco di cono Fig. 196. 
ABA'V è uguale al prodotto del suo lato A A per la 
semisomma delle circonferenze deUe sue due basi. 

Nel piano 5>^^ il quale passa per P asse SO si con- 
duca la retta AC perpendicolare ad SA ed uguale alla 
circonferenza di cui ^O è il raggio ; quindi si conduca SC\ 
e finalmente A'C parallela ad A C. L' area del triangolo 
rettangolo SAC essendo espressa dal prodotto \ACY, SA 
sarà equivalente all'area del cono SA B*. Di più avendosi * 604* 
dai triangoli simili SAC^ SA'C la proporzione 

AC\AC\\SA\SA', 
quando si osservi che 

circ. OA : circ. OA' \\OA\aA\\SÀ\ SA\ 
ne risulterà 

circ; OA : circ. OA II AC : AC\ 
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è poiché citc. OA ts=z ACt segue che circ. O^A' «=i AC^% 
ragioDe per cui P area del triangolu SA'C espressa dal 
prodotto } A'C X ^^ 8A>*^ equivalente a quella del cono 
SA*B ; dunque l' area del trapezio A CO A' è equivalente 
all'area del tronco AB ffA' \ or l'area del trapezio mede- 
Simo , poicliè la retta A A* ne è V altezza » è uguale al pro- 
dotto 

K^AC-^AC^XAA!, 

4 

"dunque l'area dd tronco di couo è finalmente uguale al 
prodotto 

\ ( circ. OA 4- circ. OA'^ A A' 

come si doveva dimostrare. 

6i3. Corolìtirio I. Conducasi pel punto A'* mezzo di 
A A' un piano parallelo alla base del cono, e la rètta Af'C 
parallela ad ,AC; si dimostrerà come qui sopra essere 
A"C'^ circ. or A". Ma A*C'= i^AC-^ AC^ dunque 
l' area del tronco risulta uguale a 

circ. a' A* y, A A 

dunque V area della superficie convessa del tronco di cono 
è uguale al suo lato moltiplicato per la circonferenza della 
sezione fatta ad uguale distanza dalle basi. 

6i4* Corollario II. Si abbassi dal punto A la perpen- 
dicolare A'P sopra A B ^ e pel punto A'' si conduca una 
perpendicolare ad AA\ prolungandola sino ali' incontro 
diell'asse dèi tronco nel punto Hi i triangoli AA'P^ A'&'H 
avendo i lati respettivamente perpendicolari saranno simili ; 
p«r cui avremo 

AA\AP\\A"H\A'(y\ 

e conseguentemente 

A A : AV : : drc. A'H : circ. A'O', 
ovvero 

circ. A^Of' X AA^ circ. A^H X A'P. 

Dunque /' area della superficie convessa dfil tronco di cono 

\ 
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è fnxtt uguale al prodotto della sua altezza per la circoti" 
f&'enza di raggio uguale Ma perpendicolare A*H inalzata 
sul mesMo A" d* un lato AA\ e terminaia all' asse OO 

TBOREttA V, 

6i5, // tronco di cono A BAR a òasi parallele è TP«g- *97- 
uguale alla somma di tre coni , che avessero pvr altezza 
comune V altezza O O del tronco , e le cui basi fossero la 
""base inferiore AHB del tronco , la sua base superiore 
AHBi^ ed ima media proporzionale Jra queste due basi. 

Sia TCP E mia piramide della medesima altezsa del 
cono SA B , la quale abbia una base CDE equivalenle 
alla base del couo. Supponendo queste due basi «liluate 
sopra un medesimo piano , ed immaginando il piano della 
' base superiore del tronco A'H*B' prolungalo finché tagli la 
piramide TCD E otterremo una nuova piramide TCJyE' 
della medesima altezza del cono SAB\ Di più indicando 
con sup. OA , e sup. (yA i circoli i cui raggi sono OA , 
ed OA\ avremo 

sup. OA : sup. a A \\OA\ Wa ; : T6\ la; 

ed inoltre 

CD E : cffE' ; : Yp\ tp^ ; 

e quindi 

fup. OA : sup. OfA \\CDE\ CUE^ 

ma per ipotesi mp. OA^CDE ^ dunque sup, OAm^CDE'. 
Dunque le piramidi TCDE^ TCUE' sono respeliiva- 
mente equivalenti ai coni SAB^ SA*B'\ ed il tronco di 
piramide CDE CU E' è equivalente al tronco 4Ìi cono 
ABAB\ Da ciò risulta che la somma dèlie ire piramidi di 
che è costituito il tronco di piramide * è uguale al tronco di * 546. 
cono A BAB''y le quali tre piramidi sono equivalenti a ire 
xoni della medesima altezza di esso tronco avendo respetti- 
»vamente per basi , la sua. base, inferiore , la sua base supe- 
riore 9 ed una media proporzionale fra queste due basi. 
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TBOBRRIA VI. 

Fig. 194. 616. Ogni sezione fatta in un cilindro circolare retto 
da un piano parallelo alla base è un circolo uguale a que* 
sta òetsCm 

Sieao OJl t OC due raggi qualunque della base , ed 
0\ A'\ C^' le iDterseziooi respeiiive dell' asse 0&^ e dei 
due lati AA\ CC col piano secante A'^C*Bf' paralldo 
alla base. Le rette AA*\ CC\ OO' sono evidentemente 
uguali e parallele ; dunque AOmm A"0\ CO — C'a\ e 
per conseguenza ,^^O^s» (7^0''; donde segue che tutti i 
punti del perìmetro della sezione A''C'B' sono equidistanti 
dal punto 0^\ dunque questa sezione è un circolo di cui 
O^ è il centi*o. 

617. Scòlio. Ogni sezione fatta in un cilindro circolare 
retto da uu piano condotto per Tasse è un rettangolo doppio 
del rettangolo generatore. 

618. Definizione. Due cilindri circolari si dicono simili 
quando sono generati dai ravvolgimenti di due rettangoli 
simili intorno a lati omologhi ; cioè quando i loro assi sono 
proporzionali ai raggi delle loro basi« 

LEMMA I. 

Fig. 198. 619. L'area della superficie convessa d'un prisma retto 
è uguale al prodotto del perimetro della sua base per la 
sua altezza. 

La superficie laterale del prisma retto AB CD E F è 
^composta dei rettangoli ABGF, BCHG^ CDIH^ ec, 
le altezze dei quali sono uguali all'altezza del prisma , e le 
loro basi A B ^ BC ^ CD ^ ec, prese insieme formano il 
perimetro della base del prisma medesimo. Dunque la som- 
* 157. ma di questi rettangoli *, o la superficie convessa del prisma 
è uguale al prodotto del perimetro della sua base per la sua 
altezza. 
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610. Definizione /. Un prisma è detto iscritto in un 
cilindro quando ha per base un poligono iscritto nella base 
del cilindro , e le sue costole parallele ed uguali alF asse : 
reciprocamente il cilindro è detto circoscritto al prisma. 

62 1 . Definizione II, Un prisma è detto circoscritto ad 
un cilindro quando ha per base un poligono circoscritto alla 
base del cilindro , e le sue costole parallele ed uguali all'an- 
se : reciprocamente il cilindro è detto iscritto nel prisma. 

In questo caso le facce del prisma sono altrettanti piani 
tangenti della snperBcie convessa del cilindro ; essendoché 
le perpendicolari inalzate sopra il piano della base ne' punfti 
di contatto dei lati del poligono colla circonferenza iscritta 
sono comuni alle facce del prisma» ed alla superficie con- 
vessa del cilindro. 

LEMMA. II. 

633. La differenza delle, super fici commesse di due pri- Fis* 199. 
snd regolari V uno iscritto in un cilindro , /' altro circo- 
scritto , e quella eziandio dei loro volumi possono riuscire 
minori di qualunque quantità data. 

Sia A l'altezza di un dato cilindro ; b^ b' sieno i due 
poligoni regolari V uno circoscritto , 1' altro iscritto alla sua 
base; e p , p* sieno i loro perimetri. I prodotti p y, A ^ 
p' Y^ A rappresenteranno le aree s , ^ delle superfici con- 
vesse di due prismi regolari l'uno circoscritto l'altro iscritto 
al cilindro dato*. Or poiché la di£ferenza p — p' può rìu- "619. 
scire minore di qualunque quantità data *, manifestamente * 3i. 
anche la di£Ferenza p Y, A — p*Y A^ quella cioè delle 
superfici dei due prismi suddivisati potrà riuscire 'minore di 
qualunque quantità data. 

In secondo luogo i prodotti & X ^ f ^' X ^ rappre- 
senteranno i volumi dei medesimi prismi ; e poiché la diife- 
renza b-^^b* può divenire piccola quanto vogliamo » cosi 
anche la differenza bX A — b'X^* cioè quella dei 
volumi di essi prismi , potrà riuscire minore di qualunque 
quantità data. 
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6a3. CoroUaria. Fiatiamo ove si ponga mente alle 
ragioni sviluppate al § 60 H si pò irà stabilire che la superficie 
Giliudrica S è minore della superficie convessa s del piisuis 
circoscritto 9 e maggiore della superficie convessa s' del 
prisma iscritto ; e , poiché s — s' può divenire minore di 
qualunque quantità data, s ed s' si potranno considerare 
come i limiti della superficie S. 

Evidentemente poi il volume P^ del cilindro è minore 
del volume v del prisma circoscritto « e maggiore del volume 
V* del prisma iscritto; ragione per cui Vf ¥* si potraono 
considerare come i limiti del volume P^, 

TEOBEMA V1I« 

624* If area della superficie convessa d'un cilindro 
circolare retto è uguale al prodotto della circonferenza 
della sua base per la sua altezza. 

Sia S la superficie convessa del cilindro, ji la sua al tessa» 
C la circonferenza della sua base \ p^ p sieno i perimelri 
delle basi dei prismi regolari T uno circoscritto, l'aliro 
iscritto nel ciliudro medesimo. Le superfici t , s^ di questi 
'^ 6a3. prismi sono i limiti della superficie S del citiudro*. D' altra 
parte i prodotti pY^ A ^ p' Y^ A sono i limiti del prodotto 
C X A, Ma s^ss^pY. A^ ed ti rssr. p' Y A\ dunque S^ e 
C X -«^ sono quantità contenute fra i medesimi limiti» cioè 
ira le due superfici s » sMa cui differenza può riuscire mi* 
uore di qualunque quantità data ; dunque ^ «■ C X A^ 

TEOREMA Vili, 

» 

625. // volume d' un cilindro circolare retto è uguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza, 

I volumi i', V* dei prisÀii l'uno circoscritto, T altro 
iscritto nel cilindro sono i limiti dei volume f^ del cilindro 
medesimo ; ^i più ove b , b* rappresentino le basi di tali 
prismi , i prodotti b X A ^ ò' X A saranno i limili del 



|»rodono BY^A. Ma vwmhY^A. v^^=^Vy,A\ dunque 
r« By^A. 

6a6. Corollario /. Un cilindro qualunque si può consi* 
derare come equivalente ad un prisma che abbia la medesi- 
ma altezza » e per base un poligono equivalente al circolo 
che serve di base al cilindro. 

627. Corollario II» Segue da- ciò che i cilindri della 
medesima altezza stanno fra loro come le respettive basi , 
ed i cilindri della medesima base stanno fra loro come le 
respettive altezze. 

6a8. Corollario III» I cilindri simili stanno fra loro 
come i cubi delle loro altezze , o come i cubi dei raggi delle 
loro basi. 

TEOREMA IX. 

6ag. Ogni sezione faiia in umt tfera da im piano è ttn 
circolo» 

Sis EGFH il perimetro della sezione fatta da un piano Fi^. zoo. 
nella sfera di cui O è il centro. Dal punto O si abbassi la 
perpendicolare O P sol piano della sezione medesima ; 
quindi si conducano a differenti punti del perìmetro EGFH 
ì raggi OE, OG, OF, e le rette PE, PG, P F. 
Poiché le oblique OE^ OG^ OF sono uguali come 
raggi della sfera » le rette P E ^ PG^ P F saranno esse 
pure uguali'*; dunque i punti E^ G^ F del perimetro *%^ 
della sezione sono ugualmente lontani dal ponto P\ dunque 
questo perìmetro è una circonferenza di cui P è il centro. 

63o« Scolio» Quando il piano di sezione passa pel centro 
della sfera , il circolo che ne risulta avrà il medesimo cen- 
tro , ed il medesimo raggio della sfera medesima. Segue da 
ciò che tutti i circoli i quali passano pel centro della sfera 
sono uguali. Di più ogni circolo il quale non passa pel cen- 
tro della sfera sarà minore di essi; infatti O F t> OP» 

63 1. Definizione. Gran circolo d'una sfera dicesi quello 
che passa pei centro di essa sfera ; piccolo circolo dicesi 
quello che non vi passa* 
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TEOREMA X. 



63^. Ogni gran circolo divide la ifera^ela sua super^ 
Jtcie in due parti uguali. 

Infatti Èe dopo aver separate le dae parti in che viene 
divisa la sfera una di esse si porrà nell'altra per modo che 
le loro basi combacino, tutti i punti della superficie convessa 
di una di esse coincideranno coi punii dell' altra » poiché 
gli uni e gli altri si troveranno ad ugnale distanza dal centro 
della comune base. 

633. Definizione /. Ciascuna delle due parti uguali 
nelle quali risulta divisa la sfera da uno dei suoi grandi 
circoli si chiama emisfero. 

634* Definizione IL Un piano indefinito che ha un solo 
punto a comune colla superficie di una sfera dicesi piano 
tangente della sfera medesima. 

635. Definizione IH, Sì chiama zona la parte della 
superficie della sfera compresa fra due piani paralleli ; i 
circoli che rappresenteranno le sezioni dei medesimi piani 
colla sfera si chiamano ànsi della zona. 

Uno di questi piani può esser tangente alla sfera; allora 
la zona non ha che una base, e può anche chiamarsi calotta. 

636. Definizione IV, Dicesi segmento sferico la porzio- 
ne del solido della sfera compresa fra due piani paralleli; 
le cui sezioni colla sfera sono le basi del segmento stesso. 

Se uno di questi piani è tangente alla sfera il segmento 
sferico non ha che una sola base. 

637. Definizione F. U altezza d'una zona ^ o d' un 
segmento è la disianza dei due piani paralleli che sono le 
basi della zona , o del segmento. 

638. Definizione FI. Si chiama settore sferico la por- 
zione del solido della sfera compresa fra una calotla, ed una 
superficie conica avente per base il circolo base della calotta 
medesima , e il suo vertice nel centro della sfera. 

639. Scolio I. Segue da ciò che un settore è la somma 
di un segmento E A F^ e di un cono (XE F. Ma il settore 
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sarebbe al contrario la differenza di un segmento e di un 
cono 9 ove la calotta che ne è la base superasse la metà 
della super6cie della sfera. Cosi il settore OECBDFO 
è Uguale al segmento ECBD FP E meno il cono OEF. 
Inoltre si vede che il settore diverrebbe un emisfero quando 
la base della calotta fosse un gran circolo della sfera. 

640. Scolio li. Una calotta EAF può considerarsi 
come generata dal ravvolgimento di un arco E A intorno al 
diametro A B che passa per una delle sue estremità. 

Un settore sferico si può esso pure considerare come 
generato dal rivolgimento di un settore circolare OEA 
intorno ad uno dei suoi lati OA^OE. 

TEOREMA XI. 

64 !• OgrU piano MN perpendicolare ali* estreniità 
4P un raggio OB è un piano tangente ddla sfera $ red* 
procamtnte ogni piano tangente è perpendicolare al raggio 
condotto al punto di contatto» 

1.® L' obliqua OM condotta a piacere dal cèntro della 
sfera sopra il piano MN è maggiore della perpendicolare 
OBf o della sua uguale OQ; dunque P estremità ^ di 
questa diiliqua è fuori del circolo ; dunque il piano AI N 
non ha a comune col cìrcolo che il solo punto B ove lo 
tocca ; perciò esso è un piano tangente alla sfera. 

2.® Reciprocamente se il piano AI N tocca la sfera nel 
solo punto B ogni linea , tranne O B , condotta dal centro 
sopra JH N passerà fuori della sfera ; dunque O B èia più 
corta linea che dal centro possa abbassarsi sopra MN\ 
dunque OB e perpendicolare ató M N, 

64^* Corollario, La perpendicolare al piano tangente 
inalzata sul punto di contatto passa pel centro della sfera. 
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LEMMA I. 



aoi.- 643, L'area detta superficie generata dal ravvolgi" 
mento d^ una linea AB CD « porzione di poligono rego* 
lare , intorno ad un asse M N che passa pel suo eentro 
senza tagliarla è uguale al prodotto della circonferenza 
iscritta in esso poligono moltiplicata per la parte AD' 
dell* asse compresa fra le perpendicolari AAf, DD^ ab- 
bassate sull' asse medesimo, 

w 

Dal centro O si cooducano le rette OPt OQ, OR 
respeitivamente perpendicolari ai lati ÀB^ BC^ CD le 
quali divideranno in mezzo i lati medesimi ; quindi dai punti 
B^ C si abbassino le perpendicolari Bff^ CC sull'asse. 
Il trapezio AA'ffB ravyol»endosi intorno ad AB'' produr- 
rà un tronco di cono, la cui supei^ficre convessa sarà quella 
generata <dalla retta A B. Dunque ( rappresentando V area 
di tal superficie con area A B^^ avremo 

* 614. area AB^ circ. OPX ^'^ *. 

. come^ure area B C ^^ circ. O Q X B^C^ 

area C D — circ. ORX CD'i 
» 157. donde si ricava , osservando che OP ^=. OQtrsa OR\ 

area ABCDm^ circ. OP X A'U. 

Fig. 203. 644* Scolio II lato AB^ ove la sua estremità fosse 
. sull'asse, produrrebbe* una supeificte conica; e se alcuno 
dei lati della linea AB CD , por es. CD ^ fosse parallelo 
all'asse , esso lato produrrebbe una superfìcie cilindrica ; ma 
pertanto non sarebbe meno vera la proposizione precedente 
• avendosi sempre area AB s^t ct/v. OP X AB^% area CD == 
citcORX CD'. 

Fig. 3o3. 645. Corollario. Dunque se A BCDE F fosse la metà 
del perimetro d' un poligono regolare d' un doppio nnmero 
di lati inguisachè AF congiungesse due vertici opposti A^ 
F di esso poligouo , e passasse pel suo ceni ro O, l'area 
della superficie generata dal rivolgimento di A BCDE F 
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SitOcDO ad AF Bt^hiie u^iiaU al prodotto della, circoofe« 
reoza iscritta nel poligono stesso moltiplicata per A F, 

I . .. • 

f ■ . - 

LEMMA II. 

646. La differenza di Ate super/lei generate dalie /tot» 'Fig. 904. 
%ioni di due poligoni regolari V una ABCD circoscritta ^^ 
l'altra abcd iscritta in un arco ad, le quali girano' 
attorno a quel diametro di tale arco, che passa per una 
sua estremità a , può riuscire minore di qualunque quan* 
tità data. 

» 
' Sia O^ un raggio dell' arcò a&c£Ì condotto al punto* 
di contatto M del lato AB coli' arco medesimo; questo, 
raggio sarà pure perpendicolare ad a A; Dl^f dà! sieno 
due perpendicolari abbassate dai punti D^ d sopra OA\, 
avremo 

; area ABCD = circ. OM X AU 
area a b e d s= circ, OmY^ adl\ 

ciò posto si osservi che ^ 

circ. OM >- circ, Qns, 
e che 

AU^ Va ^ aA, ad^ Da -h d'ff\ 

e siccome 

dt)\dIU\^dO\aO, 

quando sì rifletta che dO^d'O^ ne inferiremo essere dD 
ovvero aA^df/y^ e conseguentemente AD''> ad^. 
Donde risulta che dei due retungoli circ. OM X AI/^ e 
circ. Om X odff il primo sarà sempre maggiore del secondo. 
Ora è da avvertire che quanto più l'arco aMò è pie* 
colo, tanto più è grande On»; cosiccliè, moltiplicandosi 
il nomerò dei lati dei poligoni, O in tendere ad uguagliai^ 
OM potendo la differenza OM >^:Om cioè Mnk^ ^m 
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conseguenza, ad divenire mittore di qaalonque quamitii 
data; tua ' 

OM : Om : : ciré. OMl eirc. Om\ 

donque anche circ OM tenderà ad agaagliare circ» Om^ 
e la differenza circ. OM — circ, Om potrà essa pure di- 
venire minore di qualunque quantità data. Inoltre dalla 
predetta proporzione 

dDid'jyy.dOidfo 

facilmente si deduce (perocché dO^ e HO ne' soccessivi 
cambiamenti de' poligoni non mutano mai) che <fZ>' dee 
necessariamente decrescere mentre decresce dD ovvero 
aA ^ potendo perciò anche dliy divenire piccola quanto 
vogliamo; donde segue che AD* tenderà ad uguagliare 
€kà^ e che la differenza AU ^^ adi potrà divenire mi- 
nore di qualunque quantità data. Dunque finalmente la 
differenza circ, OM Y^ Aff — circ, Om Y^ ad' potrà 
riuscire piccola quanto vogliamo, considerando questa diffe- 
renza come quella di due rettangoli i quali e nelle altezze e 
nelle basi possono differire d' una quantità minore di q^a- 
lunque quantità data. 

647* Scolio I, La zona sferica generata dall'arco ade 
tutta racchiusa fra le superfici generate dalle linee ABCD^ 
ab ed. Ora moltiplicandosi i lati che costilaiscono queste 
linee . il numero delle circonferenze di contatto della zona 
colla superficie iscritta » e colla superficie circoscritta » cioè il 
numero delle circonferenze descritte dai punti a, b^ e, ec.» 
M ^ N^ Pf ec, M farà sempre più grande, mentrechè la su- 
perficie iscritta crescerà e la superficie circoscritta decrescerà. 
Ed è da osservare che nel tempo in cui la superficie iscritta , 
e la retta Om crescono! punti m, n, pt ec.» si appros- 
simano alla zona; e che nel tempo in cui la superficie 
circoscritta, e la retta OA decrescono anche i punti A, 
B f C f ec,f sì approssimano alla zona medesima., Da ciò 
si fa manifesto che la superficie circoscritta e la iscritta 
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tendeoo -tt eonfosderti colla asona ; ch^ V ana è maggiore , 
l'altra è minore di essa ; finalmente che qaeste dae superfici 
fi« possono considerare come dne limiti contenenti la sona 
medesima » i qua^i possono per loro natura differire d' una 
quantità piccola quanto vuoisi. 

648. Scolio II. Per la stessa ragione le superfici gene- ^8*soG. 
rate dai perimetri di due mezzi poligoni ABCDEF^ abcdef 
V uno circoscritto 1' altro iscritto nel semicircolo a bfO si • 
piìisono considerare come i limiti della superficie sferica 
generala dalla semicirconferenza a bf» 

TEOREMA XII. 

. ^49* ^' ^''^^ ^' ''''^ zona sferica quabmque è uguale al 
prodotto della circonferenza d* un circolo grande per la 
sua altezza. 

Sia Z la zona descritta dall' arco a d. Le superfici Fig. ao4. 
5» 5^9 descritte dalle linee ABCD^ ab' ed sono i li- 
miti di Z\ D'altra parte i rettangoli circ, OM X AD\ * ^7- 
drc, CknY,ad!^ sono i limiti del rettangolo ciré, OMy^adf*. * ^46* 
Ma s = ciré, OMy, A U^ i ^ss, ciré, OmY,ad*\ dunque 
là superficie Z, ed il rettangolo ciré O M Y, ad! si tro- 
vano ambedue fra i medesimi limiti , cioè fra le due superfici 
5, if la cui differenza può riuscire minore di qualunque 
quantità data ; dunque Z as^ eirc. OM y^ ad\ 

Passiamo a considerare una zona qualunque a due basi Fig* aoSi 
generata dal rivolgimento dell'arco BC intomo al dia- 
metro AF. Si conducano le perpendicolari BB*, CC 
sopra questo diametro ; si vedrà che la zona descritta 
dall' arco ^ C è la differenza delle due zone descritte dagli 
archi AC, AB le cui aree sono respettivamenie uguali 
ai prodotti ciVc. OA X AC^ ciré. OA y, AB''^ dunque 
l' area della zona descritta ah BC sarà uguale al prodotto 
circ. OAy^iAC ^ AB"), ovvero ciré. OA X ffC. 
Dunque l' area d' una zona sferica ad una base o a due è 
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tempre ogaale al prodotto della circonferecusa d'on drcolo 
grande moltiplicaUi per la saa alteaza. 

65o. Corollario. Doe.sooe prete in osa inedetima sfera » 
ola afiere uguali stanno tra loro come le req^eiiive alteaae. 



TEOREMA. XIII. 

Pig.9o6. 65i. L* area della superficie ifuna tfira è aguale al 
prodoUo della circonferenza d^un circola grande pel suo 
diametro. 

Sia S la superficie della sfera il cui diametro è o/I Le 
snperfici s» ^ descrìtte dai perimetrì dei mezzi poi igeai 

*<MÌ^ ABCDEF. a^c^e/ sono i limiti di 5 \ I rettangoli poi 
circ, OM y^ AF^ circ. Om y(, af sono i limiti del ret- 
tangolo ciré* OM X, o,J. Ma s «■ circ. OM Y. AF ^ 

- s' = circ. Om X, aj% dunque S ■-» circ. OM y, af*, 
dunque l'area della superficie d'una sfera è uguale al 
prodotto della circonferenza d' un circolo grande pel su^ 
diametro. 

652. Corollario /. L' area d' un circolo grande è uguale, 
alla sua circonferenza moltiplicata per la metà del suo rag* 
gio 9 ovvero per la quarta parte del suo diametro ; dunque 
la superficie della sfera è quadrupla di quella d* un suo 
gran circolo. 

653. Corollario IL JJ area d'una. zona qualunque su 
a quella della sfera come l'altezza di questa zona sta al 
diametro. 

654- Corollario III. Le aree di due sfere stanno fra 
loro Come i quadrati dei respettivi diametri o raggi. 



\ 



LltRO IX. 225 



LSMMik 1. 



655. // volume del solido generato dal rù^lgimento Pig. so?* 
ifim triangolo 4/ualtau/tse OA B attorno un asse S T con- 
dotto nel suo piano da uno de^suoi vertici O è uguale at 
terzo della superficie generata dal lato AB opposto a questo 
vertice, moltiplicata per l' iUtez^a OP del triangolo di 
cui A B si prende per base. 

1 .^ Supponiamo in primo luogo che l' asse iS 7^ si con- 
fonda col lato OA, Dal vertice B si conduca la perpendi- 
colare B B' sopra l'asse medesimo; e dal vertice O altra 
perpendicolare OP sopra la base AB del triangolo. Indi- 
cando con voi, OAB il volume generato dal triangolo 
OAB f con sup. AB la superficie generata da AB^ avremo 

voi. OAB = v(d. ABB'-h voi. OBB* 

=. l sup. BB' X ^^H- ; mp. BB' X OB' 
— l sup. BB' X AO. 
Ma 

sup. BB' : sup. AB llBB'; AB *, * Co^. 

ed inoltre, stante la similitudine de' triangoli ABB*^ APO^ 

BB'lABllOPlAO, 
perciò 

sup.BB'lsup.ABllOPlAOy 

donde si ricava 

sup. BB* X AOwmsup. AB X OP ; 

e finalmente 

voL OAB^l sup. AB X OP. 

È da osservare che la perpendicolare OP potrebbe cadere 
fuori del triangolo, o confondersi col lato OB ^ ma il risul- 
tato non ne sarebbe in modo alcuno alteralo. 

7,.^ Supponiamo che l' asse sia incontrato in un punto R Fig. ao8. 
dalla base AB del triangolo sufficientemente prolungala. 
In virtù dellai precedente dimostrazione avremo 

i5 
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voi. OAB = voi. ORB — voi. ORA . 

w^\sup. RB XOP—i sup. RA X OP, 
—i ^ mp. AB X OP. 

Pig. 909. 3.^ Sapponìamo finalmente che l' asse sia parallelo alle 
base A B del trìangjolo. Sì abbassi in questo caso Encbe la 
perpendicolare A A' sopra Tasse .ST"; sarà AA'wmBB'mmOP 
per cai avremo 

voi. OAB — voi. A'ABff— voi. OAA'-~ voi OBB', 

— sup. OP X A'ff— i sup. OP X O^- i sup. OP X OBf, 
^ sup. OP X A'B'^ ; Slip. OP X A'B\ 

mm\ sup. OPXA'B'; 

or poiché 

mp. OP Isup.ABy.iOP: A!B, 
sarà 

mp. OP X ^BP—\ sup. ABXOP; 
dunque 

voi. OAB «- ^sup. AB X OP. 

LEMMA. II. 

I 

Fig. 90 1. 656. Il volume del solido generato dal rivolgimento 
Jt un settore poligono regolare OAB CD attorno un asse 
ST che passa pel suo centro O è uguale al terzo della 
superficie generata dalla linea ABCD che serve di 
base al settore moltiplicata pel raggio ' OP elei circolo 
iscritto» 

Conducendo le perpendicolari OP, O Q , OR dal cen- 
«655. tro O sopra i lati AB, BC, CD avremo* 

voi. OAB «r I mp. AB X OP, 
voi. OBCmm\ sup. BC X OQ, 
vói. OCD — i sup. CD X OR, 

DM OP—OQ — OR, dunque 

voi. OABCD «a I sup. ABCD X. OP. 
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657. Scolio, il lato A B ove la sua estremità J fosse rig. aoa. 
sull'asse produrrebbe un cono, e se alcuno dei lati della 

linea jìBCD peres- CD fosse parallelo all'asse questo 
iato produrrebbe un cilindro , ma sempre si verificherebbe 
la precedente proposizione siccome è facile dimostrare. 

658. Corollario. Dunque il volume generato dal ri voi- Fig. ao3. 
gimento del semipoligoDO ABCDEF attorno ad AF h 
aguale alla superficie descritta dal suo perimetro ABCDEF 
moltiplicata pel raggio del circolo iscritto. 

LEMMA III. 

65g. La differenza de* solidi generati dai due settori Fig. ao4* 
poligoni regolari OA BCD , Oabcd^ V uno circoscritto 
V altro iscritto nel settore circolare O a d , che girano 
attorno ad un asse che passa pel suo centro O può riuscire 
minore di qualunque quantità data* 

« 

Sia Ohi perpendicolare al lato ah della porzione dì 
poligono regolare ah ed iscritta ; sarà / 

voi, OABCD = J sup. ABCD X OM , 
voi. Oahcdmm ^ mp. ahcd X. Om ; 

ma abbiamo dimostrato che moltiplicandosi, i lati delle linee 
^ E CD , ed ahcd y sup, A B CD tenderà ad uguagliare 
sup ahcd^ mentre l'apotema OM tenderà ad uguagliare 
l'apotema Om, cosicché le differenze OM — Om^ e 
sic^. ABCD — sup. ah ed 9 potranno a un tempo divenire 
minori di qualunque quantità data; dunque' anche il prodot- 
to y sup^ ABCD ycOM tenderà ad uguagliare il prodotto 
7 sup. ahcd X Ohi , e la differenza f sup, ABCD X OM — 
\ sup. ahcdyc, Om^ potrà riuscire piccola quanto vo- 
gliamo ; perchè è chiaro che tal differenza è da considerarsi 
come quella di due piramidi le quali e nelle basi e uelle 
altezze, possono differire d'una quantità minore di qualunque 
quantità data. 

660. Scolio I. Manifestamente il settore sferico è minore 
del solido generato dal seit^Hre poligono circoscritto, e mag- 
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gròre del solido generato dal settore poligono iscritto ; dun- 
que dal precedente lemma risulla che moltiplicandosi i lati ' 
delle linee A BCD ^ aòcd, il solido generato dal settore ' 
poligono circoscritto , ed il solido generato dal settore poli- 
gono iscritto tendono a confondersi col settore sferico , e che 
questi due solidi si debbono considerare come due limili 
contenenti il settore sferico potendo questi limiti differire 
per loro natura d' una quantilà piccola quanto vuoisi. 
Pig. ao6. 661. Scolio II, Perla stessa ragione ì volumi generali 
da due mezzi poligoni A BC D E F^ n bcdej V uno cir- 
coscritto l'altro iscritto nel semicircolo abf si possono 
considerare come i limili della sfera generata dal semicircolo 
stesso. 

TPOREMA XIV. 

662. // volume d' un settore sferico è uguale alV area 
della calotta che gli serve di base moltiplicata pel terzo 
del raggio:. 

Fig 904, Sia F" il volume del settore sferico generato dal settore 
circolare Oad\ Z la zona che gli serve di base ; «^ , i^' 
sieno i volumi generati da' seltori poligoni l'uno circoscritto, 
l'altro iscritto nel settore circolare Oad\ z» z' le super- 
liei l'una circoscritta, l'altra iscritta alla zona Z\ R-mmOM 
l'apotema di z, ossia il raggio della sona Z; rt= Om 
l'apotema di z\ 
^^660. I volumi i', v' sono i limili del volume V*. D'altra 

parte i prodotti ^ z X ^ » 7 s' X '^ sono i limiti del prò* 
dotto ^ZX /t. Ma i'-B^ zX A» ^'^ì % X r; dunque 
il volume V della zona , ed il prodotto \ Z Y, R espi i* 
mente il volume di una piramide di cui Z è la base, R 
V altezza , si trovano ambedue fra i medesimi limiti v ^ v* 
la cni differenza può riuscire minore di qualunque quantità 
data ; dunque ^o» \ Z y, R. 

Fig. 2o5. 663. Corollario, 11 volume del segmento sferico gene- 
ralo dal mezzo segmento circolare ABB si otterrà togliendo 
dal settore sferico descritto dal settore circolare A BO^ 
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quello del cono descriito dai triangolo BffO. Rispetto ai 
segmento sferico a due basi descritto dalia porzione di semi- 
circolo B BfCC dovremo osservare che esso è la differenza 
de' segmenti descrìtti dai meaii segmenti circolari ACC^ 
ABV. 

TEORRMà XV. 

664. // volume della sfera è uguale alla sua superficie Fìg. ao6. 
moltiplicata pel terzo del suo raggio. 

Sia y il. volume della sfera generata dal, semiciroo- 
lo abf} S la sua superficie ; v^ v' sieno i volumi gene- 
rati dai mezzi poligoni l' uno circoscritto l'altro iscritto nel 
semicircolo abf; s, sMe loro superfici ; Rm^OM l'apo* 
tema di s, rwmt Om l'apotema di /. 

1 volumi V, \/ sono i limili del volume F'*, D'altra *^*' 
parte i prodotti ^s X A » l^'Xr sono i limiti del prodotto 
ISXR' Ma vt^^sXRf s^^is'Xri dunque il 
volume P^ della sfera , ed il prodotto \ SX R <*> travano 
ambedue fra i medesimi limiti v , v' la cui differenza può 
riuscire minore di qualunque quantità data ; dunque 

/-= jS X R' 

665. Corollario /. L' area della sfera abbiamo veduto 
/essere uguale al quadruplo dell' area d' uno dei suoi grandi 

circoli ; dunque il volume della sfera è uguale ai quattro 
terzi dell'area d'uno dei suoi grandi circoli moltiplicata 
pel suo raggio. Ma poiché il raggio è uguale alla metà del 
diametro sarà .1/ volume. della sfera uguale ancora ai due 
terzi dell' area d* uno dei suoi grandi circoli moltiplicata 
pel suo diametro. 

666. Corollario II, 1 volumi di due sfere stanno fra 
loro come i cnbi dei loro raggi , o come i cubi dei loro dia- 
metri. Infatti le aree delle sfere stanno fra loro come i qua- 
drati dei raggi* ; perciò queste aree moltiplicate pe' raggi * 654 
staranno fra loro come i cubi dei raggi ; conseguentemente 
staranno pure come i cubi dei diametri. 
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TEOREMA XVI. 

667. L* area ddla tftra sia aW area delia mprrficie 
totale del cilindro circoscritto come a sta a 3. I volumi di 
questi due solidi stanno fra loro nel medesimo rapporto. 

Fig. aio. Sia CDFE un quadrato circoscritto al circolo AGBH\ 
AB eia un diamtetro di questo circolo perpendicolare a CD\ 
dai simultaneo rivolgimento del semicìrcolo AG B e del 
semiquadrato AFDB intorno zd AB potremo ottenere 
nna sfera , ed un cilindro ad essa circoscritto. 

La superficie convessa di tal cilindro è ugnale alla super* 
ficie della sfera ; essendo l' una e l' altra espressa dal pro- 
dotto ciré, OG X ^^' Ma la superficie della sfera è uguale 

* 659. a quattro circoli grandi *\ dunque se alla superficie convessa 

del cHindh> si uniscono le due basi che equivalgono a due 
circoli grandi della sfera , la superficie totale del cilindro 
risulterà uguale a sei circoli grandi ; dunque la superficie 
della sfera sta alla superficie del cilindro circoscritto come 
4 sta a 6 , o come a sta a 3. 

Venendo alla considerazione dei volumi osserveremo esse- 

* 665. re quello della sfera espresso dal prodotto -f sup. OG^AB*^ 

méntre quello del cilindro lo è dal prodotto sup. OG X AB; 
donde rilevasi essere il volume della sfera i f del volume 
del cilindro; dunque il volume della sfera sta al volume 
del cilindro come a sia a 3. 

E da ciò risulta che i volumi di questi due corpi stanno 
fra loro nelk ragione delle aree delle loro superfici. 
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PRINCIPI DI GEOMETRIA DESCRITTIVA. 



668. Ija posiEiooe d'an ponto ^ sìtaato sopra uo piìino' pig. su. 
è nota quando sono date le sue distanze MM^ MM" dai Iati 

A B t AC d' un angolo retto fra i quali esso punto è con- 
tenuto. Infatti sopra i Iati A B ^ AC sì prendano le parti 
A M\ AM* respettivamente uguali alle date distanze» 
MM"^ MM' e dai punti M\ M" si conducano le linee 
M*M ^ M"M respettivamente parallele ad AC, ed AB;' 
il punto proposto si dovrà trovare sopra M*M, perocché essa 
è il luogo geometrico di tutti i punti che si trovano alla 
distanza M M" da AC\ esso si troverà pure sopra 
M**M come luogo geometrico di tutti i punti che si trovano 
alla distanza MM òsl AB; dunque il punto proposto do- 
vendo esser comune alle due rette M'M , M"M si troverà 
nella loro intersezione M, 

669. La posizione d'un punto M comunque situata Fig. ^is. 
nello spazio è nota quando sono date le sue distanze MM% 
MM'\ MM*" da tre piani BAC, BAD, CAD scambie- 
volmente perpendicolaH. Infatti mediante le distanze date 
MM'\ MM"* determineremo sul piano BAC il punto 

M* ; dipoi da M* condurremo una perpendicolare al med&« 
simo piano » e prenderemo di essa una parte M'M uguale 
alla terza distanza ; M sarà II punto proposto. 

670. Il piede della perpendicolare abbassata da un punto 
dato sopra un piano chiamasi projeùone ortogonale, o sem- 
plicemente proiezione di questo punto. Le projezioni del 
punto M sopra ì piani BAC, BAD, CAD sono respet- 
tivamente M\ M'\ M"'. 
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671. 1 piani sopra cui sì projeliaao i punti ddlo spazio 
si chhm&no piani di proiezione , oppure piani coordinati. 

673. La projezione d' una linea retta sopra un piano è 
l' intersezione di questo piano con un altro » ad esso perpen- 
dicolare 9 e che passa per la retta proposta. Perciò la proje- 
zione d' una linea reità sopra un piano è una seconda linea 
retta costituita delle projezioni di tutti i suoi punti ; la quale 
si può agevolmente determinare congiungendo le projezioni 
di due punti qualunque di essa. 

673. Rette profeUanii , piani projettanti dlconsi le linee 
rette, ed i piani mediante i quali si fa la prujezione dei punti , 
e delle linee rette. 

674* Un punto è interamente determinato dalle sue prò* 
jezioni sopra i piani coordinati. Perocché conducendo per 
ogni projezione una perpendicolare al piano cui appartiene, 
il punto dovrà trovarsi sopra ciascuna di esse perpendicolari; 
conseguentemente questo punto sarà quello dove le perpen- 
dicolari medesime s' incontrano. 

675. Una linea retta è interamente determinata dalle 
sue projezioni sopra ì piani coordinati. Infatti inalzando 
sulle projezioni di questa retta dei piani respe t ti v amente 
perpendicolari ai piani di projezione , ciascuno di essi con- 
terrà ia retta medesima ; dunque essa sarà la comune inter- 
sezione di questi piani. 

676. £ manifesto che una delle tre projezioni d'un 
punto , o d' una retta su i piani coordinati dipende necessa- 
riamente dalle altre due; ragione per cui si considereranno 
in appresso due soli piani di projezione , uno de* quali si 
chiamerà orizzontale, l'altro verticale , ritenendo perciò la 
denominazione di projezione orizzontale ad indicare ciascii- 
na di qudle che avranno luogo sul piano orizzontale ^ e la 
denominazione. di projezione verticale per ciascuna di quelle 
che si faranno sul piano verticale , ove anche esse non sieno 
dirette verticalmente ; perocché la parola verticale è annessa 
all' idea d^ una linea rena perpendicolare al piano orizzon- 
tale , mentre la projezione verlicale d'una linea il più delle 
volte sarà rispetto al plano medesimo una obliq uà. 

677. Ciò posto su|ipvHiiamo che il piauo verlicale si 
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abbassi sul piano orìzzoniale rivolgendosi a guisa di cerniera 
toiomu alla linea AB secpndo la quale questi pi^ni si 
tagliano ; le projesioni orizzontali e verticali delle linee 
verranno tutte a situarsi sopra un medesimo piano orizzon- 
tale ; nondimeno la posizione di queste linee nello spazio si 
potrà agevolmente dedurre dalla stessa figura orizzontale 
che se ne ottiene. Infatti supponiamo che nella figura m pig, siS. 
prospettiva M'N*^ M'!N* sieno le proiezioni della rétu 
MN ^ Tuna orizzontale, T. altra verticale; abbassando il 
piano AC per applicarlo sul piano KL i punti M*\ N 
verranno io JJl/^ iV" descrivendo gli archi JII"M"\ N^'N*^ 
ciascuno de' quali sarà uguale alla quarta parte della circo»- 
ferenza ; la projezione M''N' diverrà A^'"N''\ e le rette 
M'^rn^ N^'n perpendicolari ad AB diverranno hf'm^ 
N'"n , e si troveranno sopra i prolungamenti di M'm « N'n, 
Or be sarà dato sul piano orizzontale KL il trapezio 
M"'N*"mn^ è chiaro che rivolgendo questo trapezio intorno 
ad ^ ^ , sinché i suoi lati M'**m , N**'n abbiano descritta 
la quarta parte d'una circonferenza esso potrà riacquistare 
la sua situazione primitiva ; allora la posizione di MN si 
determinerà nel modo che abbiamo indicato *. ^7^* 

678. La linea retta AB esprìmente l'intersezione dei 
piani di projezipne si chiama linea di terra. 

679. £ facile vedere che nella figura piana KL le pro- 
iezioni M't M'" d' un punto M comunque situato nello 
spazio» si trovano ambedue. sopra una perpendicolare M'M^ 
alla linea di terra. 

680. La projezione d' ogni punto situato sopra.uno dei 
piani di projezione si troverà su la linea di terra. 

681. Quando una linea incontrerà i piani di proiezione 
i punti d' incontro di questa linea con essi piani si chiame* 
ranno tracce della linea medesima. Perciò le tracce d' una . ^ 
linea sono due punti le cui proiezioni si trovano su la linea 

di terra. 

682. Quando un pianp incontrerà i piani di projezione 
le intersezioni risultanti si chiameranno ./rocce di e%$<i piano* 
Evidentemente le tracce d' un piano sono due linee rette le 
cui projezioni si trovano su la linea di terra. 



^ 
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683. Se aua retta è parallela ad uno rleì piani di proje* 
sione » la sua projezione sopra T altro piano sarà parallela 

* 4<^* alla linea di terra *. 

684* Se una data reità è parallela a un tempo ai due 
piani di projesione lo sarà pure alla lìpea di terra. Infatti 
una parallela condotta da un punto della linea di terra alla 
retta data dovrebbe a un tempo trovarsi su i due piani di 
proiezione ; dunque sarebbe la medesima linea di terra. 

685. Le proiezioni d' una retta parallela ai piani di pro- 
*4o3. jezione sono parallele fra loro*. 

686. Quaudo una linea retta è in un piano perpendico- 
lare alla linea di terra, le sue projeziooi souo ambedue 

* /fìS. perpendicolari a questa linea *• 

Fig. a 14* 687. Quando due linee rette si tagliano le loro proiezioni 
orizzontali 31' N\ Fq e le verticali M''N", P'Qf* dovranno 
tagliarsi in due punti O', &' \ quali si troveranno sopra 

* 679. una stessa perpendicolare alla linea di terra *, e saranno le 

projezioni del punto d' intersezione delle rette date. Ove poi 
le projezioni soddisfacciano a questa condizione le rette 
evidentemente si taglieranno. 

Fig.aiS. 688. Se due rette MN, PQ sono parallele le loro 
projezioni orizzontali 3f'N\ P'Q' saranno parallele; lo 
•4o5. saranno pure le projezioni verticali M*'N*\ F'Q^*. 

689. Reciprocamente se le projezioni orizzontali M'N*^ 
P'Q di due rette MN ^ PQ sono parallele , e lo sono 
pure le projezioni verticali Af"N*\ P"Q" queste due rette 
saranno parallele fra loro. Infatti se si suppone che per un 
punto M della intersezione dei due piani MN% JlfN" si 
conduca una parallela a P Q sarb facile il vedere come tal 
parallela debba trovarsi a un tempo sopra questi due piani » 
per cui essa non potrà essere che la loro medesima intersezione. 

Fig* 316. 5pQ,; ]Ma se due projezioni soltanto « per esempio le pro- 
jezioni verticali M'^N", P^Qf fossero parallele , tali non 
essendo le orizzontali M'N\ P'Q\ evidentemente le due 
rette MN^ PQ non si troverebbero in un medesimo piano, 
e perciò non sarebbero parallele ; i loro pjani paralleli sa- 

* 4t5. Ii^bbero orizzontali^; ed il punto d'intersezione & delle 

projezioni orizzontali sarebbe la projesione della loro comnne 
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perpendicolare OO la qaale è in tal ca»o |>erpendicolare al 
piano orizsonlale. 

691. Se le projezion! si taglieranno due a due ne' punti Fig. 117. 
ex, (y sopra due. diverse perpendicolari (yo\ Cy'o" alla 
linea di terra , le due linee rette M N^ P Q non s' incon* 
treranno , non saranno parallele , e la loro comune perpen- 
dicolare non sarà perpendicolare ad alcuno dei piani di 
projezione. 

693. Potrebbe avvenire che le rette fossero respettiva- 
mente situate in piane perpendicolari alla linea di terra , o 
che fossero ambedue situate in un medesimo piano perpen- 
dicolare esso pure alla linea di terra : in questi casi la posi» 
sione delle rette medesime non riuscirebbe completamente 
determinata dalla loro projeaione su i piani dati ; ragione 
per cui converrebbe ad essi sostituirne ah ri due. 

693. Venendo alla considerazione d' un piano avvertire- 
mo che la sua posizione nello spazio sarli deiermiuata quando 
si conosceranno (re punti suoi o due sue rette. Perciò il più 
semplice mezzo con che si può fissare la posizione d' un 
piano consiste nell' indicare le sue tracce coi piani di proje* 
zione. Cos^ nelU fig« ai81e rette Mn^ Pn rappresenta- Fig. ai8. 
ranno le tracce d' un piano che chiameremo M nP. 

È da osservare che le tracce d' un piano hanno per pro« 
jezione comune la linea di terra. 

6'94. La traccia orizzontale, ove fosse perpendicolare 
alla linea di terra, sarebbe pure perpendicolare al piano 
verticale * ; conseguentemente anche il piano proposto sa- * 4*7. 
rebbe perpendicolare al piano verticale medesimo *• * 495. 

695. La traccia verticale ove fosse perpendicolare alla 
linea di terra sarebbe altresì perpendicolare al piano oriz 
zoQtale f ; ed il piano proposto sarebbe anch' esso perpendi- * 417. 
colare al piano orizzontale *. * 4a5. 

696. Se le due tracce fossero a un tempo perpendicolari^ 
alla linea di terra, il piano proposto sarebbe. perpendicolare 

a questa linea , e ai due piani di projezione *,■ ■ * 4*^* 

697. Se le due tracce fossero parallele alla linea di terra 
anche il piano proposto sarebbe parallelo alla lìnea di terra*. * 4o3- 

698. Facile i vedere che una di qaeste tracce non può 
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essere parallela alla linea di terra tion essendolo nel tempo 
s lesso anche l' altra. 

699. Ogni linea retta situata in un piano , ove non sia 
parallela alle tracce di questo piano , prolungata sufficien- 
temente dovrai incontrare le tracce medesime. 

700. Reciprocamente ogni retta sarà situata in un piano 
quando essa avrk due punti V uno su la traccia orizzontale , 

* Sa. r altro su la traccia verticale di questo, piano \ 

Fig.aiS. 701. Un punto Q apparterrà ad un piano quando la 
retta Q M che congiuoge questo punto con un punto M 
di una delle tracce di tal piano passcrk per un punto P 
dell' altra traccia. 

Fig. 219. 7oa. Ove una retta MN condotta in un piano MNQP 

sia parallela ad una delle tracce di questo piano, per esempio 

alla traccia verticale , la sua projezione verticale sarà pure 

* 4o3. parallela a questa traccia ^, e la sua projezione orizzontale 

sarà parallela alla linea di terra. 

Fig. aao. 703. Immaginiamo ora due piani MnP^ QrS le cui 
tracce corrispondenti si taglino res petti vamen te in due punti 
H f K\ questi due punti saranno manifestamente comuni 
ai due piani » e conseguentemente la retta HK rappresen- 
terà la loro intersezione. 

Fig. aai. 704* Se le tracce orizzontali nM^ rQ dei due piani 
fossero parallele, e le verticali si tagliassero in un punto K^ 
ì due piani si taglierebbero secondo una retta parallela al 
piano orizzontale la quale passerebbe pel punto K, La pro- 
iezione verticale K H" della intersezione sarebbe parallela 
alla linea di terra , e la sua projezione orizzontale kW sa- 
rebbe parallela alle tracce nM ^ rQ, 

Fig. aaa. 705. Se le tracce orizzontali nM^ rQ fossero parallele 
fra loro , e tali fossero ancora le tracce verticali nO ^ rS \ 
due piani sarebbero fra loro paralleli. Ma si esclude il caso 

Fig. aaS. nel quale le quattro tracce MN ^ PQf ^^9 ^^ ^^^^ 
tutte parallele alla linea di terra; potendo allora come chia- 
ramente si vede non essere altrimenti paralleli i due piani. 

Fig. aia. 706. Resta che si riferiscano ai piani di projezione un 
piano ed una linea retta. Se una retta di cui 5 e Q sono le 
tracce sarà parallela ad un piano MnP converrà che questa 
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iella si possa situare iu un plauo QrS parallelo al piano 
proposto ; or poiché le tracce dei piani paralleli sopra cia- 
scun piano di projezione sono paralleli , perciò conducendo 
pei punti S e Q due rette respettivamente parallele ad 
nJHt nPf queste due rette si dovranno incontrare in uno 
stesso punto r della linea di terra. Tale è la condizione di 
parallelismo della retta col piano ; ed infatti quando questa 
condizione si verifichi le rette r Q , rS saranno le tracce 
d' un piano QrS parallelo al piano proposto MnP su cui 
sarà situata la retta data. 

707. Se una retta ST sarà perpendicolare ad un piano Fig. aa4» 
MnP ogni piano SSfHK condotto secondo questa retta ' 
dovrà essere perpendicolare al piano proposto MnP \ con-, 
seguentemente posto che SSfHK sia il piano proj ottante 

della retta S T sul piano orizzontale esso sarà a un tempo 
perpendicolare al piano proposto MnP^ ed al piano 
orizzontale ABM\ dunque la comune intersezione Mn 
de' due piani MnP^ ABM^ ossia la traccia orizzontale 
del piano proposto ^ sarà perpendicolare al piano projet* 
tante SSHK*\ dunque la traccia orizzontale Mn è per* «/ag. 
pendicolare alla projezione orizzontale SIT, Si ragionerebbe 
in ugual modo quanto alla projezione verticale Dunque 
quando una retta è perpendicolare ad un piano le projezioni 
di quella retta sono respettivamente perpendicolari alle 
tracce del piano. 

708. Reciprocamente una linea retta ed un piano saran- 
no scambievolmente perpendicolari quando le projezioni di 
questa linea sul piano orizzontale , e sul piano verticale , sa- 
ranno respettivamente perpendicolari alle tracce del piano 
proposto Infatti le tracce del piano proposto sono allora 
perpendicolari ai piani projettanti della retta , e questi sono 
perciò perpendicolari al piano proposto ; conseguentemente 
il piano proposto è perpendicolare alla intersezione dei piani 
projettanti » cioè «Ila retta stessa. 

709. Se. poi la retta ed il piapo non soddisfaranno alle 
condizioni del parallelismo né a quelle della perpendicolarità 
la retta sarà obliqua al piano. 
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PROBLEMA I. 

710. Per due punti dati nello spazio condurre una 
linea retta. 

Fig. 3a5. Ricercheremo le traete di tal retta sa i piani coordinali; 
ed a tale uopo sieno ilT, N* le projezioni orizzontali « ^M'\ 
iV le projezioni verticali dei punti dati; le rette JlfN*^ 
Jlf'N" saranno le projezioni della retta richiesta. 

Osseirvando che le projezioni di tntti i punti d'una linea 
retta sono in linea retta , facilmente si vedrì che la traccia 
orizzontale della retta richiesta dovrà essere un punto di 
M'N'\ inoltre essendo esso situato sul piano orizzontale la 
sua projezione verticale si troverà su la linea di terrli ; e 
iiccome questo punto deesi pur trovare sopra Rf'N" segue 
frattanto che la projezione verticale della traccia orizzontale 
è il punto p della intersezione à\ AB con M*N^\ dunque 
la traccia medesima sarà il punto P* della intersezione di 
9fN' còlla perpendicolare condotta pel punto /^ ad AB. 

Per la stessa ragione avendo prolungato M' N' sino 
all' iniconiro della linea di terra nel punto q la traccia ver- 
ticale della retta sarà il punto Qf' dellU intersezione di 
M"N" colla perpendicolare condotta pel punto q ad A B. 

PROBLEMA II. 

711. Trovare la distanza delle due tracce d'una linea 
retta , ossia la parte di tale linea intercetta fra i due piani 
di projezione. 

Questa parte è manifestaménie l'ipotenusa d'un trian- 
golo rettangolo avente i lati dell'angolo retto respettiva* 
mente uguali a pQ"f e />P*, oppure a qP't « ^Q'» ^^' 
sicché se fatto centro, in p descriveremo col raggio p (^' 
V arco Q"s , la retta P's sarà la distanza richiesta. 
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PROBLKMA Ut. 

719. Determinare la lunghezza d'una linea reità eS" fì^^mS* 
tendo date le projezioni M\ M", N% N", delle sue cHre^ 
mità. 

Questa lunghezEa , come facilmente si vede» è Pipote- 
nasa d'un triangolo rettangolo avente i lati dell'angolo retto 
respettivamcnte uguali ad M*N' ed N"K differenza delle 
rette mM\ nN'\ oppure ad M'W ed M'H differenza 
delle rette ut M\ n N', 

PROBLEMA IV. 

713. Condurre un piano per due rette che si tagliane^ 
nello spazio. 

La posizione d' un piano è determinata dalle tracce di 
questo piano su i piani di proiezione. Perciò dovremo ricer- 
care le tracce delle rette date; lo che si farà nel modo 
iadicato nel Probi. 1. *; la retta che congiungerà le loro * 7io« 
tracce orizzontali sarà la traccia orizzontale del piano richie- 
sto ; la retta che congiungerà le loro tracce verticali ne sarà 
la traccia verticale. 

71 4- Scolio, Le tracce cos\ determinate del piano si 
debbono incontrare su la linea di terra ; ciò somministra il 
mezzo di verificare l' esattezza della costruzione. 

PROBLEMA y. 

7 1 5. Condurre un piano per tre punti dati. 

Pei punti dati presi due a due si condurranno delle rette; 
ed a far ciò avremo ricorso al Probi. 1 ; allora il problema 
proposto sarà ridotto ai termini del Probi. IV. 

716. Scolio, Tre delle sei tracce dei punti dati bastano 
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a determinare la posizione del piano ; ciascuna delle altre 
(Jiomministra il mezzo di verificare la costruzione. 

PROBLEMA TI. 

717. Da un punto dato condurre una perpendicolare 
ad una retta data. 

Facendo passare un piano pel punto dato » e per Ja data 
retta il problema proposto sarà ridotto ad un quesito di 
* 946. geometria piana *. 

PROBLEMA VII. 

Fig. ai6. 7 iB. Trovare il punto d^ incontro d^ un piano con una 
linea retta. 

Cercheremo l'intersezione d'uno dei piani projettanti 
della retta data col piano proposto ; perocché qoesla inter- 
sezione» dovendosi trovare a un tempo sopra i due piani 
medesimi » incontrerà la linea data nel punto dove essa 
taglia il piano proposto. Sia MnP il piano proposto; sJET» 
tK sieno le projezioni della retta; PsM sarà il piano prò- 
jettanle verticale della retta medesima; M e P saranno 
evidentemente due punti della intersezione di questo piano 
col piano proposto ; e perciò Pm sarà la projeziooe ver* 
ticale di questa intersezione» e Q'' la projezione verticale 
del punto d' incontro della intersezione indicata colla linea 
data. 

Ora abbassando sopra AB \h perpendicolare Q'Q'» essa 
determinerà sopra sH \\ punto Qf projezione orizzontale 
del punto d' incontro suddetto. 

Adunque Q'» Q" sono le projezioni del punto d' incon- 
tro d' un piano con una linea retta. 
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PROBLEHA VI1I« 

719. Per un puuio dolo condurre una retta, per pendi- 
catare ad un piano dato. 

Se dal]« pnqéEÌoni H\ U" dd plMlo dAto si abbassano Fig. aay. 
respeltivainente Mpra le tracce «AT^ 11 P del piano daio 
]e perpendieolavi ff$ , JSTl* esie aaràmio le projeaiooi della 
perpeodicolare richiesta. 

790. Scolio» 11 ponto d'incontro della perpendicolare 
col piano fi potrà tro^ré mediante la costrùsióne indicata, 
al $ 718. Quindi ai potrk agevolnuente determinare la luo- 
{[heiza della perpendicolare medesima. 

PROBLEMA IX. 

711. Costruire un piano essendo date le site tracce , cioè Fig. ai8. 
trovare i punti che in esso piano corrispondono a dei punii 
dati dèi piano oriiizontale, 

Steno fP^djfR le date tracce del piano» ed M' sia la 
projèstooe <»rinonUle di qud punto Af di esso piano che 
decai determinare. 

MMifeatamente ogni piano verticale condotto per Af 
àòvrk paasare pel punto Jlf, Or si concepisca un piano ver- 
ticale parallelo alla traccia ^ P$ le intersezioni di qitc/;lo 
piano col piano di proiezione verticale, col piano di proiezio- 
ne orizzontale I e col pianò da costruirsi saranno respeiiiva- 
mente rappresentate dalle rette nN 9 nM\ ed NM la 
prima perpendicolare alla linea di terra » le altre due paini- 
lele alla traccia ^P. Frattanto dovendo nN essere uguale 
ad M'JH è chiaro che se dopo avere condotta Af^n paralleU 
fttgPf ed nN perpendicolare ad AB^ condurremo da M' 
una perpendicolare ad ABj e da N una p^rrallela ad ^^ 
l' ìriconfro /If' ' di queste due rette sarà la projezione verti- 
cale del punto richiesto ; cosicché m M** rappresenterà la 
sua altezza al di sopra del piano orizzonlale. 

16 
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PROBI^JMTA X. 

rig. aa8. 7^*' Trovare V dngolo che uri ^tUo piano fi con eia- 
scuno dei piani di projezione. 

Dal paolo M si abbassi la perpendicolare: MK sopra 
qP, e si tiri M'K', T angolo MKM' sarà quello <ike si 
cerca. Laonde prendasi on punto M' a piacere sul piano 
orizzontale » e da questo punto si abbassi sopra ^ P la 
perpendicolare M'T; cerchisi come nel' problema . prece- 
dente la projezione verticale ilf'' del puntò. di cui Ai' è la 
projezione orizzontale » e prendasi sopra n K parallela a 
qP la parte M'K^mM'^m^ MM\ e si tiri TKi ne 
risulterh l'angolo M'KT^ il quale sarà l'angolo richiesto. 



PROBLEMA XI. 

Fig. «39. 723. Per un punto dato condurre un piano parallelo 
ad un altro piano dato, 

« 

Le tracce del piano richiesto , dovendo essere parallele 
alle tracce del piano dato , si potrebbero facilmenle condurre 
ove ne fosse noto uh pùnto; di più se dal punto dato par- 
tisse yina retta , parallela alla traccia orizzontale del piano 
dato, questa retta dovendosi trovare tutta luterà sul piano 
richiesto, incontrerebbe in un punto la sua traccia verticale* 

Qò posto sia Pi/R il piano ó^io\M\ M" sieuo le 
projezioni del punto dato. Si conduca M*n parallela a gP, 
e s'inalzi nN*- parallela ed uguale ad mM"\ N" sarà il 
punto nel quale la linea condotta pel punto dato paralle* 
lamente & qP incontrerebbe il piano verticale; questo 
punto appartiene adunque alla traccia verticale del richiesto 
piano ; dunque la retta rS condotta pel punto iV paralle- 
lamente a éjH sarà la stessa traccia verticale di questo piano; 
e per conseguenza rQ paratitela a q P ne sarà la traccia 
orizzontale. 
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PROBLEMA XII. 

7^4* P^ tm ptitilo dato condurre un piano perpendico^ • 
Imre a4una,reUa data» 

« 

' Le pi^jesìont della retta data..^ e le tracce del piaoo che Fìg- a3o. 
si ricerca dovendov sopra ciaacan piaoo di projesione, essere 
perpeodicolari fra loro, segue che ove si giunga a deieripì* 
nare «n punto solo di'.qoesle tracce» 9$ée si potranno lagevol*-. 
mente descrivere, •,.>.. > i <. . 

Or sieno H^t, Ks. le pr^esioni della retta daUi y M** . 
M" quelle del punto dato : conducasi M*n perpendicolare 
sopra fP; questa linea \^n sarà ppiallela a^a traccia 
orizaofiiale del piano richiesto » • e si potrà considerare cooie 
la projeaioiie sul piano. oriiaoBtale di una linea ad esso pa- 
rallela » la quale passasse pel punto dato. Se qui aduj^que 
•i ripeterli la costruzione ii^icata al § 7^1. la ti*accia verti- 
cale di questa: linea Ara iV^; il qual punto N" . apparterrà 
lìeccssariamenie aU« traccia vertioale del richiesto, piauo. , 

TaUnentediè questa Iraeciassarli ai^pnnto la retia ^"R per- 
pendioolane 4d s£; èia traccia orìasontale sarà allora la,. 
retta qV condotta* dal* patito :i^ paralLelamente ^.d nM\ 



I • 



PAOBIiEMA XIII. 

7^5. Essendo dati i tre angoli piànC ASB , A'SCy Fig. 23&. 
ÉSC, che costituiscono un angolo triedro S, trovare Van^ 
golo diedro che due di questi piani formano tra loro: 

Avendo abbassale da un punto qualunque B della coslola 
SB le perpendicolari BA ^ BC stile costole SA ^ SC^ 
e la perpendicolare BP sul piano ASC, le rette BA ^ 
B C risulteranno anch' esse respettivamente perpendicolari 
alle costole medesime; inguisadiè BAP^ BOP saranno 
gli angoli piani corrispondenti agli angoli diedri furroati dai 
piani ASBt CSB col piano ASC. 

Ciò posto si facciano sopra un piano gli angoli A SB\ 
ASC, CSB" respeiiivsiiiente uguali agli angoli ASB, 
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ASC, CSB della figura in rilievo; prendasi SB'm»Sff'Ks 
SB, e dai punti B", B>* si abbassino sopra le linee A&^ 
CS le perpendicolari RA , B''C che s' incontreranno in P. 
Dal puntò A come centro , e col raggio A B' descriTasi la 
semi-circonferenza B'hD\ pel puntò "B conducasi sopra 
B'D la perpendicolare Fh\ allora tirando Ah ne risulterà 
l'angolo ^y^'P, il quale sarb uguale all'angolo BAP, e 
misurerà per conseguenza l' angolo diedro dei due piani 
A'SB , ASC* Ciò è chiaro perocché il triangolo WS A è 
ugiiale al triangolo BSA, edilHriangpldi^^^é? è ngnaileal 
triangolo BSC, ragione per cui il quadrilatero ASCP 
della figura piana è uguale al quadnlàterD ASCP della 
figura in rilievo. Dunque anche i triangoli APh^ APB 
sono' uguali fra loro, e l'angolo bAP is^ BAP. Se nella 
figura piana il punto P cadesse (n A e Bf l'angolo òAD 
sarebbe ottuso; eiso tuttavia misurerebbe l'angolo diedro 
dei due piani ASB, ASC. 

726. Scolio. Abbiamo dimostrato che la somma degli 
angoli piani costituenti un anjgolo solido è sempre minore 

'^4/jo. di quattro angoli retti*, e che in ogni angolo triedro mio 
qualunque de' suoi tre angoli piani è minore della sonuna 

* 438* degli altri due, e maggiore dello loto^Ufferenzà^ Tre angoli 
piani potranno adunque cosi[ituire nn angolo selido ogniqoal- 
volta soddisfaranno a queste condizioni. D'altra parte si 
scorge che l'indicata costruzione riuscirebbe impossibile 
quando il punto P non cadesse fra B' e Z>;. ovvero (essen- 
do B'H, DK perpendicolari ad SC^ quando il terzo, 
angolo dopo i due B*SA , ASC non fosse minore di HSC^=» 
B'SC^ASCr^FSA, e maggiore di KSC^ ASC — 
ASD^ ASC^ffSA. 

FROBtKMA XIV. 

Fig. a^i. 757. Essendo dati due dei tr€ angoli piani che costituì' 
scono un angolo triedro, e l'angolo che i loro friani formano 
tra loro trovare il terzo angolo, piano, 

* 

1 due angoli dal! sieno B^SA ^ ASC\ dal punto Bf 
preso a piacere sopra SB' s\ abbaisi la perpendicolare B A 
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sopra SA; quindi si faccia Tangoln BAD uguale all'angolo 
dato del due piaui dali ; e da /^ come centro , e centraggio 
uguale ad jéB'^ si descrìva un arco che dovrà essere prò* 
lungato sinché incontri Ab in 3; allora conducendo da 
questo punto b la perpendicolare b P sopra ffD , e dipoi 
dal punto P la perpendicolare PC sopra SC^ e 6nal- 
niente tirando «S^ in modo che abbiasi SB^tsaaS ff^ l'an- 
golo CSff* sarà il terzo angolo richiesto. 

Infatti se ai tre angoli BSA^ ASC^ CSR' si appli* 
casse la costruzione indicata nel precedente problema, trove- 
remmo r angolo bAD uguale all' inclinazione dei piani 
B'SA, ASC. 



r. 



PROBLEMI 

RELAtlP^J AI POLIGONI REGOLARI 

\ • • • 

ED AL CIRCOLO. 



KOZIONI PRELIMINARI 



7^8. k3i chiama quadralo d'un nttmero il prodotto die 
si otliene moltiplicando qaeslo numero per se stesso; la 
qaale denominazione è presa dalla Geometria * che c'insegna 
come ad avere V area d' un quadrato debbasi moltiplicarne 
il lato per se stesso. Il quadrato di 3 è 9 ; lo che s' indica 
cos\ 3* «a 9; nello stesso modo con n* s' indica il quadrato 
del numero n, con (^-4-^)* ed (a — ^)* sMndicauo quelli 
della somma , e della differenza de' numeri a ^ e b. 

729. La radice qundrata d'un numero è un secondo 
numero, che mòlilplìcato per se stesso produce il primo. La 
radice quadrala del 16 è 4 > 1^ ^^^ s' indica scrivendo 
i^ 16 Ks 4 S nello stesso modo V n* «—■ n ; ^(a -h bj* t=s 
a + b. 

780. Nozioni analoghe a queste si datino del cubo , e 
della radice cubica, 11 cubo d' un numero è il prodotto che 
si trova moltiplicandone il quadrato pel numero stesso; cioè 
il prodotto che si trova prendendo esso numero tre volle 
come fattore. La qual denominazione è presa essa pure dalla 
Geometria come bene si scorge.- Il cubo di 3 è 27 ; lo che 
&' indica cos\ 3^ ^^ 27 ; viceversa 3 è la radice cidfica di 27, 

... * * 

per cai si scrive /^Z 27 «b 3. Conseguentemente \/ n^^a n, 

731. L'espressione V m X, n indica la radice quadrata 
del prodotto m 'X n, ossia una media proporzionale fra 
m ed n. 
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731 Questi modi di scrittura apparteogooo ali* Algebra, 
e noi li ricordiamo per coloro che allo studio della Geome- 
tria uoa avessero fatto precedere quello di tale scieaza. 
Bensì ne giova avvertire che le cose seguenti richiedono la 
cognizione de' primi rudimenti del calcolo. 

PROBLEMA f. 

Fig. iS9. ^33. Trovare il rapporto del lato AD del quadrato 
AB CD al raggio OA del circolo circoscriiio. 

11 triangolo AOD rettangolo in O dark 

ZiD mm OA'-h 03\ 
ovvero AD ^^ ^ • OA ; 

cosicché sarà AD'mm OA . V^» 

ed ADlOA:: VT; 1; 

'donde si rileva che la seconda potenza del valore numerico 
del lato àeì quadrato è doppia della seconda potensa del 
valore numerico del raggio del circolo circoscritto , e che 
perciò il valore del lato sta al valore del raggio come 
4^^ l 1, Per tal modo il lato d' un quadrato ^ iucommeiwa- 
rabìle col raggio del circolo circoscritto. 
734. Seolio /• Si ha pure 



ABm^i.AD 



e conseguentemente 



AB\ADllyJ i\ 1; 

per cui si può stabilire che la diagonale d' un quadrato è 
incommensurabile col suo lato. 

735. Scòlio II, Se adunque si avesse ADmm%^ cioè si 
prendesse AD per unità di misura lineare , avremmo 

AB^^I 
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donde si deduce che la radice quadrala del numero 2 , 
come quella di ogni altro numero ancorché non sia pérfeito 
quadrato » si può esattamente determinare mediante una 
geometrica costrusione; la Geometria concorre però coU'A- 
ritmetica a dimostrarne V incommensurabilità. 

Abbiasi infatti il quadrato ACBD. Da uno de' suoi Fig. «Ss. 
vertici B come centro» e con nn raggio aguale al suo lato 
descrivasi' una messa circonferenta che tagli la diagonale 
^AB in Et ed il suo prolungamento in jp*. Prendendo il 
lato A D per unità di misura lineare avremo » 

AB^i-hAE. 
Ma AElADy.ADlAF, 

ovvero AEl iH it^-^AE, 

donde A E ^ 



%-^AE' 



dunque 



^i»-.^a = .H-5-:j-^^.+ 



I H • =^ ec. 



1 
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} 

» 1*1 



I 

Per tal modo si troverà sempre un resto comunque si pro- 
tragga V operazione , cosicché il valore di AB essendo 
espresso da una frazione continua periodica ne dà a cono- 
scere V incommensurabilità della diagonale del quadrato 
col suo lato. I valori che si trovano di essa frazione continua 
secondoché ne piacerà arrestarsi al primo , al secondo , al 
terzo termine ec., sono i, ] , -j t H» H ^- ^ 
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PROBLEMA li. 



Fig. i4o. 736. Tréì^are il rapporto d^ lato AC ^del triangolo 
equilatero A CE', 0U raggio del circolo. circoteritto. 

Sia B il messo dell' acGo >tf.C;. ftvrenio la corda AB 
*S77. ugnale al. raggio OA^i qniodi •opponendo che K sia il 
punto d' intersezione delle rette ACfiàOB^ dalla losanga 
AB CO ricaveremo». 



* 



•167. ^ABn^^AC-hOB^AC-hAB 

e quindi 3 . O J9 — AC ; 

donde si ha ACmmOB VS , 

ed AC: obi: VT: i ; 

il lato del triangolo equilatero è adunque incommensurabile 
col^raggio del circolo circoscritto. 

PROBLEMA IH. 

Fig. i4i. 737. Trosfare il valore del lato AB dd decagono 
regolare, prendendo il raggio OA del circolo circoscritto 
per unità lineare. 

Avendosi 

♦379. OAlABllAB: OA -^AB\, 

è manifesto che ove si faccia OA «a \ ^ risulterà 

1 ; AB:\ AB: 1 —AB\ 

e quindi , uguagliando il prodotto de' medj con quello degli 
estremi « 

Tb^ i —AB, 

ovvero A B -^ A B "^^ i» 



J 
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ed aggiungendo da ambe le pani la fracione ^ ^ 

ovvero (^A B + §)* «» -J ; 

ed estraendo la radice da- ambedue i membri . 

JB^l^i'^r^i 
e finalmente AB ^sa^ VT— J . 

PROJBIiEMA IV. 

738. Essendo dati i raggi de' circoli l'uno iscritto, Fig. aSS, 
F altro circoscritto ad un poligono regolare, trovare i raggi 
del circolo iscritto e del circolo circoscritto ad un altro 
poligono dello stesso perimetro, e che abbia un numero 
doppio di lati. 

Sia ji,B il seroìlato del poligono dato » ed O ne sia il 
centro; O/i ^ ed O^ saranno rcspeitivamente ì raggi dei 
circoli l'uno iscritto» Tàjtro oìrcobcriilo ad esso poligono; si 
prolunghi ^ O sino, all' incontro del circolo circoscritto in 
C» e conducasi BC; il triangolo BOC sarà isoscele; 
laonde abbassando la perpendicolare OD sopra BCy si 
avrà CDi^ì^ B C^ e copd.ucendo DE parallela ad A B^ 
si avrà parimente f), E cgr. ^' A B * ma l'angolo iscritto C 
è metà di AO B\ dunque ove DE fosse il seinilàio d'un 
secondo poligono regolare avente per apoiema CE l'angolo 
al centro di questo sarebbe npetà di quello del primo; dun- 
que esso avrebbe un numero doppio. di lati » e siccome eia* 
scun lato sarebbe metà d'un lato del primo, questi poligoni 
avrebbero il medesimo perimetro. 

Ciò posto si osservi che 

CEr^^iAC=^l{AQ + OC)^i(^AO^OB)\ 

e che dal triangolo rettangolo COD dove il lato CD è me- 
dio' proporzionale fra OC e CE^ oppure fra OB e CE^ 

si ha CD^ \f OBX CE. 
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Dunque rappresenundo con r » A i ra^i dei circoli 1' uao 
ìscriuo, V altro circoscritlo nel primo poligono, con r\ R i 
raggi relativi al secondo poligono, il quale ha un numero 
doppio di lati , sarà 

che è quanto doveyasi deierminare. 

PROBLEMA V. 

Pig. ^33. 739. Trovare il rapporto approssimatisH) della circon» 
ferenza al diametro. 

Sia il lato delFesagono ■» 1, il suo perimetro sarà «s 6, 
ed ove A B ne sia il semilato avremo ÒB^^i ^ ed OA=^ 
s/ (^i — i) = \/ I > ^^ adunque nelle formule precedenti 
porremo rs^^v^j, ed Rmm i ^ da esse avremo i raggi 
relativi al decagono il cui contomo sarà esso pure t=3 6. 
Valendosi poi delle medesime formule, mediante questi nuovi 
raggi , otterremo i raggi relativi al poligono di ventiquattro 
lati » avente anch' esso il perimetro m^^\ e procedendo in 
tal modo il raggio del circolo iscritto tenderà ad uguagliare 
quello del circolo circoscritto , e la loro differenza che sem- 
pre anderà decrescendo, finirà con non manifestarsi che nelle 
cifre d'un ordine molto elevato ; e per conseguenza il peri- 
metro di uno dei poligoni dell' ultima coppia noo differirà 
sensibilmente dalla circonferenza iscritta o circoscritta; allora 
sarà noto il raggio del circolo la cui circonferenza è 6 ; lo 
che darà il mezzo di determinare il richiesto rapporto. 

Ecco il quadro di queste operazioni dove i numeri r, A» 
r\ R\ r\ R" ec. , sono stali calcolali prendendo alternati- 
vameiile la semi-somma , e la media proporzionale. 
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Numero 

« 


r, ossia raggio 


R, ossia raggio 


dei lati 


del circolo iscritto 


del circolo circoscritto 


6 


o.866o!i54 


1 ,0000000 


13 


0,9330137 


0,9659358 


»4 


0,9494693 


0,9576633 


48 


ò;9535657 


0,9556118 


96 


0,9545887 


0,9551001 


iga 


0,9548444 


0.9^497^3 


384 


0,9549083 


0,9549403 


768 


0,9549343 


0,9549333 


i536 


0,9549383 


0,9549303 


307» 


«>'9549'93 


0.94^9^9^ 


6.44 


0,9549296 


o»9549^97 



La differenza de' due ultimi raggi si manifesta dopo la sesta 
cifra decimale, per cui ciascuno di essi ne' limiti di questa 
approssimazione , si può considerare come npiiale al raggio 
d'un circolo la cui circonferenza è 6 ; talmentechè la formula 

Czszi^irR^ darà 7r«aa— =r = — — =7 ^= 3,i4i5q3 ec. 

3/J 3X0,9549396 ^ ^ 

Sviluppando questo valore di ir in frazione continua , e 
ricavandoue le frazioni convergenti troveremo primiera- 
mente la frazione ^ esprimente il rapporto trovato da Ar- 
chimede; esso è esatto sino alla seconda cifra decimale 
inclusive ; di poi troveremo la frazione 771 o rapporto dato 
da Mezio esatto nelle sette prime cifre. Esistono delle vie di 
calcolo assai più brevi per la determinazione del numero ir 
le quali si fauno palesi nello studio dell' Algebra ; nostro 
ufficio era quello di additarne una che riuscisse agevole ai 
principianti. 

740. Scolio, Trovato il valore di n si possono considerare 
come note tutte le quantità dipendenti dalla circonferenza 
alcune delle quali sono contenute nelle seguenti formule. 

i.**Sia R il raggio di un circolo; la sua area sarà 7: /{*.* * 340. 

3.® «Sia R il raggio della base di un cono circolare retto, 
L il suo lato, A la sua altezza; la sua totale superficie 
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farà 7rRL + nI^Bs.vR{L-{'R^; ed il suq volume 

. a.^ Sia R il raggio, della base di oo cilindra circolare 
retto, A ne sia l'altezza; la sua totale superficie sarà 
^irRA + %7clt mm%7cR (^Ar^ R^l cd il suo volume 
vip A, 

3.^ Siano R^ Rf ì raggi delle basi d' un tronco di cono » 
X ed ^ ne siano respettivamqnte il lalp e l'altezza; la sua 
totale superficie sarà 

9r/P -f-Tr/r + (tB + ttB') £— TT (fl* +ir*4- (il + flO £), 
ed il suo volume 

4*® Sia R il raggio d'una sfera, D ne sia il diametro; 
la sua superficie sarà 4^^^^ ovvero tZ>*; il suo volume 
s^rà IttR^ ovvero iicDK 



} 
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/. PROBLEMI 

CHE SI PBOPOlfGONO JD ESERCIZIO DEI PEINCIPIANTI 
IN APPIICJZIONE DEQLI ELEMENTI DI GEOMETRI J 



PROBLPMÀ.I. 

Essendo dati due punti M ^ N ed una retta j4 B deter- Fig. a34. 
minare sopra questa retta un punto X tale cht conducendo 
le rette MX, NX gli angoli AXM , BXN risultino 
uguali.. 

Analisi. Supponiamo il problema risoluto; sia X il 
punlo ridiieslo ; sarà 1' anf^olo AXMm^rsBXN; conse- 
gucnlemenle prolungando N X in C l'angolo AXC^ il 
quale ènguale all'angolo B XN ^ sarà pure uguale all'an- 
golo AXM ; quindi abbassando sopra A B ì& perpendico- 
lare MDf e prolungandola sino all'incontro di NXC in C, 
avremo il triangolo M D X uguale al triangolo CXD ^ e 
perciò M D s=^ D C. 

Sintesi, ijuest' ultimo risultato comprende il mòdo di 
risolvere il problema graficamente ; perocché ne consegue 
1.® Che da uno dèi punti dati , per és. M ^ conviene abbas* 
sare una perpendicolare sopra AB. 2.® Prendere di questa 
perpendicolare una parie DC uguale n D M. 3.® Tirare 
la retta NC il cui incontro X con AB sarà il punto ri- 
chiesto. Infatti in conformità dell' analisi precedente sarà 
l'angolo AXM = BXN. 
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PROBLEMA li. 

Fig. 9S5« Essendo dati due punti JH , N edtm angolo BAC 
determinare sopra i lati di questo angolo i punti X, Y in 
modo che conducendo le rette MX, XT , NT si ottenga 
l'angolo BXM uguale ad AXY, e V angolo CYN 
uguale ad AYX. 

L'analisi si farli come nel problema precedente ; e ne 
risulterà la seguente costrusione. 

Sintesi. 1.® Si conducano MF ed NG respettivamente 
perpendicolari ad AB 9 ed AC, a.* Si prenda la parie 
OF^OM, e la parte RG^NR. 3.» Si tiri FG. I 
punti X 9 Y della intersezione di jF 6 coi lati dell'angolo 
dato, saranno i punti richiesti. 

PROBLEMA ilK 

Fig. «36- Costruire un quadrato che sia triplo d*un quadralo 
dato ABCD. 

Analisi, Sia MNPQ il quadrato richiesto; dovendo 
esso esser triplo del quadrato A B CD , avremo 

WR'^^'a^B'-^'i'Tb, 



73/|. e perciò 3f N = A B ^ B D * 

dunque il lato del quadrato richiesto è uguale alla ipotenusa 
d'un triangolo rettangolo i cui lati sono AB e BD^ cioè il 
lilo del quadrato dato ^ e la sua diagonale. 

Sintesi. J.® Si conduca la diagonale BD^ e DJ per- 
pendicolare alla diagonale medesima. 'ì.** Quindi si prenda 
/>/«= D^. 3.<» Sili tiri BC. Il lato del quadralo inplo dei 
quadr2lo ABCD sarà B l. 
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PHOBLSMA IV* 

Costruire un qutidrato essendo dato P eccesso K Fig. aS;. 
deUa sua diagonale sul suo lato. 

Analisi. Sìa A B CD il quadrato richieslo » di cui B D 
è la diagonale; prendendo DF ^» D A^ dovrà risultare 
FB sx K \ perciò BF %\ potrà considerare come un lato 
cognito del triangolo AB F. Di questo triangolo si conosce 
di più l'angolo FBA^ metà d' an angolo retto: quanto 
all'angolo AFB giova osservare commesso sia il supple- 
mento dell' angolo AFD^ il qoale è uguale ai | d'un retto, 
poicbè l' angolo ADF k metà d' nn retto » ed il triangolo 
A D F e isoscele. 

Sintesi. 1.® Si faccia l'angolo retto ABC^ diviso da una 
linea indefinita ^Z> in due parti uguali, a.^ Si prenda 
BFmmMK. 3.^ Dal punto F si faccia partire la retta 
FA , il di cui angolo con B F sia uguale ai ] d' un rcito , 
ed in conseguenza uguale all' angolo A B F accresciuto 
della sua metà. Ne risulterà A B lato del quadrato richie- 
sto ; quindi sarà facile costruire il quadrato medesimo. 

In altro modo. 

Sintesi. 1." Si faccia un quadrato qualunque A B C D. 
a.® Dipoi avendo preso della sua diagonale D B l& parte 
DFm^DA, si tiri AF. 3.*^ Prendasi BH^K, e dal 
punto H conducasi HG parallela ad FA. Il quadrato 
GIKB ^ costrutto sopra GB^ sarà il quadrato richiesto. 
Infatti il triangolo GIH è simile al triangolo ADF\ 
perciò essendo AD^^DF^ sarà pure Gì =^ IH ^ e per 
conseguenza I B — I Hmm I B -^GI ^=^ K. 
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PROBLKMÀ y. 



Fig. a38. Dal punto M doto fuori dell' angolo BA C condurre 
una retta MN in modo che le parti M N , MP abbiano 
il rapporto di due linee date A , e B» 

Analisi. Sia M N ìtL richiesta retta , dimodoché abbiasi 
MN: ^P :: A: B. Conducendo MA, e quindi PD 
parallela ad A B, avremmo MA l MD H MNl MP 
Il A l B, 

Srnlesi, 1,^ Condotta M A si divida questa retta nel 
punto D in modo che abbiasi MA l MD H Al B. a.<» Pel 
punto D conducasi D P parallela ad A B. La retta richie- 
sta si sarà quella che passa pei punti M e P, 

PROBLEMA VI. 

Fig« ^Zg. Dentro un angolo cognito HBK condurre la reità PQ 
la quale abbia una data lunghezza A , ed in maniera che 
V angolo P QB sia uguale ad un angolo dato M. 

Analisi, Sia P Q la retta richiesta ; se da P si condu- 
cesse una parallela PS a B H^ e da un punto S qualun- 
que di PS Sì conducesse pure una parallela a PQ% avrem- 
mo SC=PQ = A. e l'angolo SCBmmPQB = M. 

Sintesi, 1.^ In un punto qualunque C del lato B H si 
faccia l'angolo BCSmmM. a.<» Si prenda CS^A. 3.<> Da 
S conducasi SP parallela sl B H. 4-'' Da P finalmente la 
retta PQ parallela ad SC. PQ sarà la retta richiesu. 

PROBLEMA. YIL 

Fìg. a4o. Condurre dal vertice d* un angolo dato B A C una 

linea A D in modo che le rette M P, M Q abbassate da 

uno qualunque de^ suoi punti M , sopra i lati AC , AB , e 

formanti con essi dei dati angoli M « N abbiano il rap^ 

porto di due rette date A , B, 

Analisi. Sia A D Isi linea richiesta ; supponendo che le 
rette MP, MQ abbassate dal punto M preso a piacere 



lopra i lati AC^ A B formìoo coi lati medeMini gli angoli 
MVAiBstM^ MQAwm N dovrà aver luogo la proporsio- 
De MP : MQ II Al B 9 dove polrk supporsi pur anco 
JH Pmam A 9 M Q ^^n B, Of se dal punto -M si condurranno 
le rette MG ^ M H parallele ai lati AC^ A B^ ogni pa- 
rallela GÈ ad MP sarà ugnale 9A A ^ ed ogni parallela 
H F ad MQ sarà uguale a B. 

Sintesi» 1.® In un punto qualunque E del lato AC 
facciasi l'angolo GÈ A sszAf,e prendasi EG s=iA, 1^ In un 
punto qualunque F del lato AB facciasi l'angolo HFA^*N^ 
e prendasi FHm»B. 3.® Dal punto G si tiri una parallela 
ud AC^ e dal punto H una parallela ad A B, Il punto 3f 
della interseeione di queste due parallele deterniiiieià la 
posizione della richiesta linea A M» 

PROBLEMA vili. 

Condurre pel punto M tal retta M B che tagli i lati di pìg. a^i. 
un angolo dato B AC in modo che A B risulti uguale ad 
AC. 

Analisi^ Sia A B ìsl retta richiesta ; il triangolo ABC 
sarà isoscele 9 e l'angolo ABC sarà uguale all'angolo ACB; 
or l' angolo esterno CAF «s ABC ■+ ACB , dunque se per 
la retta AD si dividesse in due parti uguali l'angolo CAF^ 
V angolo CAD risulterebbe uguale all' angolo A CB , cioè 
la retta medesima sarebbe parallela b B C. 

Sintesi. 1.® Si divida 1' angolo CA F in due parli uguali 
colla retta AD, a.^ Nel punto dato M si conduca la paral- 
lela C^ ad AD. Questa parallela ^determinerà le parli 
uguali A B ed AC, 

' PROBLEMA IX. 

Costruire un triangolo rettangolo di cui è dato un lato Fig. 242. 
A B dell' angolo retto , ed il perimetro A F, 

Analisi, Sia ABC il triangolo richiesto ; prolungando 
i^Coodesi 9bh\9iMG^BF, e tirando ^<; il triangolo 
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ACG sarà isoscele; dunque la {Herpendicolare inalsaia sul 
mezzo H della sua base passerà pel vertice C, 

Sintesi, 1 .0 Avendo inalzata alla estremità dal lato dato 
AB\^ perpendicolare BGt^BFèì tiri A G. 2.<> Si divi- 
da ^ ^ in due parti uguali mediante la perpendicolare HC, 
h' incontro C di questa perpendicolare con B G determi- 
nerà il triangolo ABC ridiiesto. 

PROBLEMA X. 

Fig. 343* CoUruire un triangolo rettangolo di cui è data Nipote* 
nusa J ,e la somma A D dei lati dell* angolo retto. 

Analisi, Sia A BC W triangolo richiesto t coli' angolo 
retto in C\ avremo AB^bs. I ^ e B C^ss CD\ laonde con- 
ducendo J9Z>y il triangolo BCD dovrà essere isoscele; e 
l' angolo D metà d' un angolo retto. Rilevasi da ciò che del 
triangolo ABD sì conoscono i lati AD^ AB9 e l'an- 
golo D. 

Sintesi. 1.^ Si faccia all'estremità D della retta data 
AD an angolo A DB uguale alla metà d' un angolo retto. 
2.® Fatto centro in ^ e con raggio uguale alla data ipote* 
nusa / si descriva un arco, il quale tagli Z>^ in ^, e si con- 
duce A B, 3.® Finalmente dal punto B sì abbassi la perpen* 
dicolare B C sopra AD\ ABC sarà il triangolo richiesto* 

PROBLEMA XL 

Fig. 244. Costruire un triangolo rettangolo di cui è data V ipo* 
tenusa I , e la differenza AD de* due lati dell'angolo 
retto. 

Analisi. Sia ABC il triangolo richiesto, coli' angolo 
retto in C; avremo AB ■=stl ^ e B C ssa CD ; perlochè con- 
conducendo B D uè verrà il triangolo B CD isoscele ; dove 
r angolo CDB sarà la mela d'un angolo retto. 

Sintesi. 1.° Si prolunghi AD, e sì faccia l'angolo CDB 
uguale alla metà d' un angolo retto, a.*^ Da A come centro » 
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e coD raggio ugnale alla data ipotenusa / descrivasi un ar- 
chetto che tagli D B in B. 3.^ Dal punto B si abbassi la 
perpendicolare BC sopra AC. ABC sark il triangolo ri- 
chiesto. 



PROBLEMA XII. 



Costruire un triangolo di cui si conosce la base A B , Fig. 245. 
V altezza A ,e l' €Uigolo al vertice M. 

Analisi. Sia A BC ìì triangolo richiesto ; avendo circo- 
scritta ad esso la circonferenza ACO B l'arco A C B sarà 
capace dell' angolo dato M ; di più il vertice C si dovrà tro- 
vare sopra una parallela CO alla base AB, \9l cui di- 
stanza F(? da essa base sia indicata dalla retta data A, 

Sintesi. \,^ Sopra la retta A B sì descriva un arco capace 
dell' angolo dato M.* 2.° Sopra AB s' inalzi la perpendico- * 356. 
lare G Frami A. 3,^ Pel punto F si conduca una parallela ad 
A B. \ punti C, C dove questa parallela incontra l'arco 
ACB sono i vertici dei due triangoli ABC^ ABC che 
risolvono ugualmente il problema. 
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Costruire un triangolo di cui si conosce un lato A un pìg. 946. 
angolo M ad esso contiguo , e la somma B degli altri due 
lati. 

Analisi. Sia A BCil triangolo dove si verifichi essere 
BC^A.BA-^AC^B, e l'angolo ABC^M. 
Prolungando B A onde abbiasi BD ^=^B , e tirando DC, 
avremo AD = AC, e conseguentemente il triangolo DAC 
isoscele , e l' angolo A DC^ea A CD. 

Sintesi. 1.0 Facciasi l'angolo DBCmsiM. 2.° Sopra i 
suoi lati si prendano le parti B C ^^ A , B D t=, B. 3.'' Sì 
tiri D C. 4.® Conducasi CA per modo che abbiasi l' angolo 
ACD =. ADC.W triangolo ABC risolverà il problema. 



L 
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PAOBLEMA XIV. 



Pie aafi Costndre un triangolo di cui si conosce un lato A un 

angolo M ad esso coniiguo , e la differenza C degli altri 
due lati. 

U analisi ti farà come nel problema precedente. 

Sintesi. i.<> Facciasi l'angolo DBC ^^ M. 2.^ Sopra 
uno de' suoi lati si prenda la parte B (7 »» ^ » e sul prolun- 
gnmeoto dell'altro la parte BF — C. 3.^ Si tiri FC. 
4.° Conducasi CA per modo che abbiasi l'angolo ACFm:* 
AFC\ABC sarà il triangolo richiesto. 

PROBLEMA. XV. 

Fig. 347. Costruire un triangolo di ad si conoscono gli angoli 
A,B, C ed il perimetro. 

Analisi. Sia ABCW triangolo richiesto. Prolungando 
AB da ambe le parti cosicché sia AD s=s ACi BE = BC^ 
cioè D E ugu ale al perimetro del triangolo , e quindi tiran- 
do le rette CDt CE 9 avremo! triangoli ADC^ BEO 
ambedue isosceli ; V angolo D sarà uguale alla metà di 
CAB^eV angolo E ugnale alla metà di CB A. 

Sintesi. 1.® Dalla estremità d'nna retta DE uguale al 
perimetro dato del trangolo si conducano le rette D C^ ÈC 
in modo che gli angoli Z>, E sieno respettivamenle la metà 
de' due angoli A e B del triangolo, a.** Dal punto C incon- 
tro di queste rette si conducano le rette C A ^ CB in modo 
che abbiasi l'angolo DCA^^D^ e l'angolo ECBmmE\ 
ABC sarà il triangolo richiesto, 

PROBLEMA XVI. 

Fig. a48. Descrivere un circolo nel quale due corde respettis^a* 
mente uguali a due rette date A, e B sieno sottese da archi 
V uno doppio delV altro. 

L'analisi si rinverrà agevolmente rifleilendo alla se- 
guente costruzione. 
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Sintesi. 1.^ Descrivasi la retta AB uguale alla corda 
maggiore A, a.<> Dai paoti A e B come centri, e con raggio 
uguale a j? si descrivano due archi t quali si taglieranno i 

in C. La circonferensa che passerà pei punti A ^ B , C sarà 
la circonferenza richiesta. 

PROBLEMA. XVII. 

Dato un circolo ed un punto K^ dentro o fuori di esso Fig. 249. 

condurre una corda d* una lunghezza data A. 

i 

Analisi. Sia A B ìsl richiesta corda ; la quale passa pel 
punto /Sl, e la cui lunghezza è A, Ogni allt-a corda CDsssA 
sarà uguale ad AB. Le perpendicolari OF ^O G abbassate 
dal centro O sopra A B ^ e CD saranno uguali ; epperciò 
una circonferenza descritta col raggio OF passera pel punto 
G ; cioè una circonferenza avente il suo centro in O , e cui 
sia tangente CD , sarà pure tangente ad A B, Dunque de- 
scrivendo in primo luogo la circonferenza F G sarà facile 
condurre la corda A B, 

. Agevolmenie si potrà ritrovare la sintesi che alla pre« 
cedente analisi consegue. 

Scolio. Si hanno manifestamente due soluzioni A B ^ 
A' tt . 11 problema sarebbe assurdo ove la retta data A fosse 
maggiore del diametro del circolo dato. 

PROBLEMA XVIII. 

Dmie due circonferenze concentriche, ed un punto qua- Fig. a5o. 
lunque Ky condurre una linea KB in maniera che la parte 
CB intercetta fra le due circonferenze sia uguale ad una 
retta data A. 

Analisi. Sia KB ih retta richiesta , la quale passa pel 
punto Kt e di cui la parte CB^=t A. Ogui altra corda D F 
ugnale slò A B avrà la parte E F^ compresa fra le due cir- 
conferenze date, uguale a CB ; perocché posto AB ss DF, 
ne consegue OG =0H, GB — HF, GC ^ HE, 
eCB = EF. 
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Sintesi. ].* Fatto centro in un ponto qualunque F della 
circonferenza maggiore,e con un raggio A si descriva un ar- 
chetto che tagli la circonferenza minoi-e in E, 2.<* Si tiri 
FÉ D, 3.^ Sì descriva dal centro O con raggio uguale alla 
|)erpendicolare OH abbassala sopra FÉ D una circonfe- 
renza. 4-° Finalmente dal punto K dato si conduca una tan- 
gente KB alla circonferenza descritta. Questa tangente sarà 
la retta che dovevasi determinare. 

PROBLEMA. XIX. 

Fig. !i5i. Essendo date due circonferenze concentriche ed un 
triangolo ABC costruire altro triangolo ad esso simile , e 
tale che due suoi vertici sieno sopra la circottferenza mug^ 
giore y il tef%o sull' altra. 

Analisi. Sia D E F \ì richiesto triangolo , il quale ha t 
vertici D , E sopra la circonferenza maggiore , ed il vertice 
F su la minore ; e supponiamo D ^ssi A , E =ass B ^ F s= C. 
Prolungando D F sinché incontri la maggiore circonferenza 
in H vedremo che 1' angolo D ha per misura la metà del- 
l'arco EH; per cui se da A come centro , e col raggio della 
circonferenza maggiore descriveremo l'arco Gì, sarà Gì ^s 
^EH, Inoltre l'angolo E FH è manifestamente il supple- 
mento dell' angolo C; perlochè se sopra EH descriveremo 
un arco capace dell'angolo B CI, questo arco passerà neces- 
sariamente pel punto F, 

Sintesi. ì.^ Da A come centro, e col raggio della circon- 
ferenza DEH descrivasi 1' arco G I , e sopra la circonfe- 
renza medesima prendasi l'arco EH ss* iG Im x^ Sopra la 
corda E H di tale arco descrivasi un arco E F F H capace 
dell'angolo BCI. 3** Uniscasi il punto F , dove esso arco 
incontra la circonferenza minore , col punto E , e conducasi 
HF D ; quindi DE. DE F sarà il triangolo richiesto. 

Scolio. L'arco EFFH incontra la circonferenza mi- 
nore in due punti F , F \ ragione per cui anche il triangolo 
Z^^J^.F' soddisfarai alle condizioni del problema. 
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PHOBLEMA XX. 
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DeiemUnare sopra Ut circonferenza ABC un punto A Fìg. aSa. 
tale che le corde da esso condotte ad altri due punti B y C 
dati su la circonferenza medesima abbiano la ragione di 
due rette date M , N. 

Analisi. Sìa A il punto richiesto; sarà AB\ ACH 
Jlf l N. Or se s* immagina che la retta A D divida l' angolo 
B A Cìn due parti uguali , e conseguentemente anche l'ar- 
co B D C'm due parti uguali nel punto D , conducendo BC 
avremo ^J?; ACllBFl CFy.M: N. Di qui si rileva 
agevolmente come possano determinarsi i punti D^ F dà. 
coi dipende la posizione della retta D A, 

PAOBLEMA XXI. 

Pel punto B ove due circonferenze si tagliano condurre Fig. a53. 
una retta , la quale abbia una data lunghezza A, 

Analisi, Sia A C Ia richiesta retta , la quale passa pel 
punto ;B ed è uguale ad A, Conduciamo una retta qualun- 
que DF che passi essa pure pel punto B, ed uniamo J^ 
con D,A,F,e C. I triangoli EDF, E AC essendo 
simili danno la proporzione D F l E D H A C 1 E A ; 
dunque E A è una quarta proporzionale dopo D F ^ E D , 
ed AC^A. 

Sintesi, 1.' Si conduca una retta qualunque DF pel 
punto B; quindi ED ed E F, 2.^ Sopra questa retta si 
prenda F K^=^ A. 3." Pel punlo K si conduca £^ paralle- 
la ad F E, 4*^ Fatto centro in E col raggio E H si descriva 
l'arco HA. La retta richiesta dovrà passare pei punti 
Ae B. 

Scolio. L'arco descritto col raggio E ^somministra 
pare il punto A \ ulmeniechè anche la retta A^ B C soddi- 
sfarà alle coudizinni del problema. 
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PliOBLEMA XXII. 



Fig. 354. Tr<H^are un punto X sul prolungamento del diametro 
AB della circonferenza AlB tale che la tangente X^Z 
condotta alia circonferenza medesima risulti uguale ad 
una retta data A. 

Sintesi. Sì conduca una Ungente qualunque AD ^sa A^ 
e sì prenda 0X^=^00% il punto X aoddìifarà al pro- 
blema. 

PROBLEMA XXJII. 

Fig. a55. Descrivere un circolo B DX che tocchi la circonferen- 
za data ACB in un punto B , per modo che conducendo 
da tjuesto punto una secante qualunque B DC le corde 
B D y BC stieno fra loro nella ragione di due linee date 

Analisi. Supponiamo il problema risoluto; sia BDX 
la circonfereuza richiesta ; il suo centro si dovrà trovare sul 
diametro AB della circonferenza data ; or conducendo B C 
a piacere avremo la proporzione P l Q l\ B C \ B D \ l BA 
l B X', dalla quale si rileva come il diametro della circon- 
ferenza incognita sia una quarta proporzionale dopo P ^ Q ^ 
ed A B Di qui agevolmente ricavasi la sintesi che conduce 
alla risoluzione del problema. 

PROBLEMA XXIV. 

Fig. a56. Descrivere una circonferenza che sia tangente ad una 
retta data A B ,e che passi per due punti dati M ,N. 



Analisi. Sia MNX la circonferenza richiesta ; X il pun- 
to di contatto di essa colla retta data AB\ conducendo la 
corda MN e prolungandola sino all'incontro C della retta 



k 
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AB.^yrremoMC: CXHCX: NC*, Ce un pantono- 
to , e si vede che la dislalica del punto X iguoco da C è una 
media proporzionale fra ^ C , ed iV C, 

Sintesi, 1.® Avendo congiunti i punti Jlf^ N mediante la 
retta MNC^ sì descriva sopi*a essa come diamelro una mezza 
circonferenza MD C^ s' inalzi la perpendicolare ìf D sopra 
MC^ e si tiri CD\ COsark la media proporzionale fra 
MCed 2VC a.* Fatto centro in C e con raggio CD si de- 
scriva un arco che tagli AB in X*, X sarà il punto di con- 
tatto della circonferenza richiesta colla retta data AB, 
3.® Si conducano due perpendicolari» Puna bò A B nel 
punto X » l' altra bH M N nel suo mezzo ; V incontro O di 
queste perpendicolari sarà il centro della richiesta circon- 
ferenza. 

Scolio, L' arco descritto da C con raggio CD taglierà 
la retta AB anco nel punto X' ; lo che dimostra V esistenza 
d' altra circonferenza M N X* che soddisfa come la prece- 
dente alle condizioni del problema, 

PROBLEMA XXV. 

Condurre una lari gente a due circoli dati A C , B D. pig. nSj, 

e 258. 

Analisi, Sieno C^ e D ì punti di contatto di una tan- 
gente comune ai due circoli ; i raggi AC^BD saranno per- 
pendicolari a CD^ e perciò paralleli fra loro. Or dal centro 
A del circolo maggiore, e con raggio AE uguale alla diffe- 
renza » come nella figura ^57 , oppure uguale alla somma, 
come nella figura ^58 , de' raggi de' due circoli dati , si de- 
scriva la circonferenza AC\ la quale supporremo che in- 
contri il raggio A C in E. Dal centro B del circolo minore 
si tiri BE\ questa B E sarà parallela a 6* Z> ; ed in conse- 
guenza perpendicolare al raggio A E^ cioè tangente al cir- 
colo A E, 

Sintesi, i.^Dal centro A^ e con un raggio A E uguale 
alla differenza, come nella figura a57, o uguale alla somma, 
come nella figura ^58 , descrivasi una circonferenza. 
a.* Dal centro B si conduca una tangente B E alla circoni'e- 
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renza medesima , ed il raggio AC che passi pel punto K del 
suo coni atto. 3.® Dal centro B la parallela B D^d A E,Ia 
retta CD sarà la tangente richiesta. 

Scolio, Quando i due circoli dati nan si tagliano e Tuno 
è fuori dell' altro , quattro sono le tangenti che soddisfanno 
al problema; CD, CD della 6gura 257, e CD^ CU 
della figura a58. Quando i due circoli sono tangenti essendo 
r uno fuoi'i dell' altro, le tangenti saranno tre, perchè due 
di esse si confondono in una sola, la quale passa pel punto 
di contingenza di essi due circoli. Quando i due circoli si 
tagliauo le tangenti saranno due. Finalmente quando i due 
circoli sono tangenti , essendo l' uno dentro 1' altro, non vi 
sarà che la sola tangente condotta pel punto del loro con- 
tatto. 

PROBLEMA XXVI. 

Fig. a5o. Disfidere il triangolo A B C in tre parti uguali per 
mezzo delle rette KM , KN che partono da uno stesso 
punto K della base A C. 

Sintesi. 1.® Congiungasi A" con B mediante la retta KB^ 
1,^ Si divida la base A C \n ire parti uguali ne' punii D ed 
F. ò,^ Dai punti D ed F sì conducano le rette DM, F N 
parallele a K B, Le rette KM , KN divideranno U trian- 
golo A B C \a uè parli uguali. 



//. TEOREMI 



RELATIVI AI TRIANGOU, Al QUADRILATERI, 

ED AL CIRCOLO. 



TEOREMA I. 



Ze perpendicolari abbassale dai vertici d* un trian- Fìg. a6o. 
^olo sopra i lati respetiUfomente opposti , s* incontrano in 
un medesimo punto. 

Dai vertici B e C si conducano le rette BE ^ e CF re- 
spettivamente perpendicolari ad AC, ed AB; quindi si con- 
gianga il ponto del loro incontro M col vertice A mediante 
la retta AMD ; dico che questa retta risulterà perpendico- 
lare 9l BC, Sopra B C come diametro descrivasi una mezza 
circonferenza ; altra circonferenza si descriva che abbia per 
diametro A M ; queste due circonferenze passeranno su i 
punti Fed E. Conducasi la corda EF. Gli angoli CFE^ 
CBE saranno uguali ; come pure gli angoli MFE , MAE. 
Gli angoli CBE ^ MAE sono adunque uguali, e perciò i 
triangoli B M D ^ AME sono equiangoli fra loro; or l'an- 
golo ME A è retto per costruzione , dunque l'angolo MDB 
è anch'esso retto , ed AD è perpendicolare a B 6\ come si 
doveva dimostrare. 
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TEOREMA II. 



Fig a6i. Se da tm punto M preso neW interno d^ un triangola 
ABC si conducono le perpendicolari M D ^ ME , M F 
sopra i suoi lati, ciascuno di questi lati risulterà diviso in 
due segmenti tali che la somma ilei quadrati fatti sopra tre 
di essi , presi in modo che niuno sia consecutivo tal' altro 
come A F , B D , CE , sarà uguale alla somma dei qua- 
drati fatti sopra gli altri tre segmenti FB ,DC,EA. 

Conducendo le rette MA, MB^ MCsLvremo 

MF^tr^ Wb^ JFU Wa — aT' 

MD^mm Fi — Fd — mT;^— CD* 

ME = MC*^ CE — ma'-- Ae\ 
donde si ha 



AF — BF^MA — MB, 



BD^CDwmMB— MC^ 



CE— AE—MC—MA% 
e quindi , sommando , 

AF^ Bd'+ ce — FB*-h DCW EA\ 
come si doveva dimostrare. 

TEOREMA III. 

Fig. «6a. In ogni triangolo ABC il rettangolo di due lati A G, 
CB è uguale al quadrato della retta CD che divide l'an- 
golo compreso ACB in due parti uguali, più il rettangolo 
dei segmenti AD , AB del terzo lato. 

Sì circoscriva al triangolo ABC una circonferenza ; sì 
prolunghi CD sinché incontri questa circonferenza in F, e 
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si lui A F; ne rìsaUerà il triangolo AFC simile al trìan- 
golo B CD ; perocché 1' angolo A CF k uguale all' angolo 
BCD per costruzione , e l'angolo AFC è uguale all' angolo 
DEC essendo ambedue iscritti nel medesimo arco AFBC. 
Questi due triangoli daranno perciò la proporzione 

ACl CFllCDlCB 

ovvero A C : CD -h D Fy.CD l CB ; 

per cui facendo il prodotto de' medj , e quello degli estremi 

avremo ACXCB*^ CD*^ CD X ^ F; 

ma CDXI>F^ADXDB\* • 314 



dunque ACXCB^CD-hADX D\B. 

TEOREMA IV. 

Quando i tre lati d*un triangolo ABC indefinitamente Fig. !i63. 
proltmgati saranno incontrati da una secante qualunque 
DF, sopra ciascuno di questi lati si riscontreranno due 
segmenti tali che il prodotto di tre di essi presi in modo 
che niuno sia consecutivo all' altro , come A E, B D , CF, 
sarMuguale al prodotto degli altri tre E B , D C , FA, 

Dal punto O preso a piacere si conducano le rette O d , 
Oc, Of respettivamente parallele ai lati C D ^ AE^AF 
del triangolo ; dal confronto dei triangoli simili che risul- 
tano da questa costruzione avremo le proporzioni segnenti , 

A E Oc BD Od CF Of 
AF Of BE^ Oe' CD'^Od} 

le quali moltiplicate termine a termine , danno 

AF^ BE^ CD^ '• 
ovvero 

AEXBDXCF^EBXDCX FA, 
come dovevasi dimosti'are. 
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Scolio, La secante FD paò tagliare il triangolo, o essere 
interamente fuori delfa sua superficie ; ma in qualunque 
caso sopra i lati del triangolo , o non vi sarà alcun punto di 
divisione , o ve ne saranno due ; e perciò sopra ì prolun- 
gamenti di questi lati vi saranno tre punti di divisione o 
non ve ne sarh che uno. 

TEOREMA V. 

Fìg. 764» Quando da un punto O preso sul piano del triangolo 
A BC si conducono le rette AD , B E , CF che passano 
pei vertici e terminano ai lati , sopra ciascrmo di questi 
lati si riscontrano sempre due segmenti tali che il prodotto 
di tre di essi presi in modo che niuno sia consecutivo 
air nitro come A F , B D , CE sarà uguale al prodotto 
degli altri tre. 

Dal triangolo ACD^ cui si può riferire la secante BOE^ 
in virtù del precedente teorema avremo » 

AEX CBXDOmmECX BDXOA; 

parimente dal triangolo ^ ^ Z> » cui riferiremo la secante 
COF9 ricaveremo 

FBXCDX OA^AFX BCXDOi 

cosicché moltiplicando membro a membro, e sopprimendo di 
poi i fattori BC^ DO ^ OA comuni ai due membri della 
equazione risultante , avremo 

AFXBDXCE^FBX DCXEA. 

Scolio I, Di questo teorema può darsi anche la dimo^ 
strazionc seguente. 

Osservando che 

caf:cbf:: afibf, 

ed OAFlOBF:: AFlBF; 

si lia 

caf: cbf\: oafiobf-, j 



donde si deduce 

CAF^ OAF : CBF—OBF: : CAF : CBF: : AF : bf, 

ovvero CO Al COBUAFl BP. 

Nello stesso modo si prova che 

aob:aoc::bd:cd, 

e che BOClBOAllCE: A E. 

Perlochè moltiplicando termine a termine queste tre ultime 
proporzioni , avremo ana nuova proporzione nella quale i 
primi due termini saranno manifestamente uguali » e tali per 
conseguenza dovranno esser gli altri due ^cioè sarà 

AFX BDXCEmMFBXDCX E A. 

Scolio II, Il punto O può indifferentemente prendersi 
dentro , o fuori del triangolo. 

Corollario /. Se uno dei lati del triangolo sarà diviso Fig. sOS. 
in due parti uguali dalla corrispondente secante , come se 
per esempio si avesse A F= FB ^ allora si otterrebbe 

BDX CE = DCXEA, 

e quindi CE l CD H EA ] B D , 

cioè la retta E D sarebbe parallela ad AB. Dunque se dal 
vertice C condurremo al mezzo del lato opposto la retta 
CF 9 quindi dal vertice B la retta BE che incontri CF in 
un punto O , e fìnalmenle dal vertice A la retta A D che 
passi per esso punto O, i punti £» e Z> si troveranno sopra 
una parallela nò A B; cos\ i punti E\ £/ determinati nello 
stesso modo saranno anch'essi sopra una parallela ad AB; 
COSI i punti E'\ D'\ ec. ; inguisachè AB , ED^ E* D ^ 
E" D" ec. saranno tutte parallele fra loro. 

Corollario II, Reciprocamente avendosi i?Z> parallela 
aA A B t conducendo le rette A D ^ BE ^ le quali s'incon- 
trano in O, e quindi Ci^^che congìunga O col vertice C, il 
lato AB risulterà diviso in due parti uguali nel punto F« 

18 
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Iiii'atti poiché E De parallela ad ^ S , saii 

CEICD:\EA:BD, 

ovvero CE X BDmmCDXEA. 

Ma le rette AD^BE^CF incontrandosi tutte nel punto O 
danno, pel teorema dimostrato, V uguaglianza 

AFy^BDXCEw^FBY^DCXEA. 

dunque AFtsam FB. 

Corollario III, La retta CF passa dunque pei tre 
punti C» O, i^; or siccome due di essi bastano a fis* 
sare la posizione di >ì/F, potremo stabilire che una retta la 
quale congiunge il vertice C col punto di mezzo F del lato 
opposto, passa per ogni punto O dove s' incontrano le linee 
AD9 B E che tagliano gli altri lati in parti proporzionali. 

Corollario IV. Le rette condotte dai vertici d' un trian- 
golo ai punti di mezzo dei lati opposti, s'^incoutrano iu uno 
slesso punto. 

TEOREMA. Vr. 

Fig. 966. I^ somma dei quadrati dei quattro lati d^ un quadri' 
latero qualunque A B C D è uguale alla somma dei qua- 
drati delle dite diagonali A C^ B D pia il quadruplo del 
ouadrato della retta E F che unisce i punti di mezzo delle 
diagonali medesime* 

Gonducendo le rette BE, DE i triangoli ABC^ A CD 
daranno 

J3 V BC'= a Z]È V 2 BE ] 

AD*+ Cd'^ 1 ^ Vja de] 
inoltre il triangolo B D E^ raddoppiando i termini , darà 

a 5e V a de'— ìbF^ ^eF'! 
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ora tonnDando queste tre equasioni membro a inembro , • 
facendo nel rìsullato le opportune rìdusioni » avremo 

ji^lf. 5cV !35V CD — 4 3S V 4 5f + 4 eF; 

ma 4^^'é quadrato di a^£, ossia di y#C, e 4FF'è il 
quadrato dì :tB F, o di B D ^ dunque 

25 V BC'+ 3i5 V c5"= Jc V ^+ 4 £?* 

TEOREMA YII. 

/n' ogni iptadrilatero AB CD iscritto nel circolo, il Fìg. 067, 
rettangolo delle due diagonali AC, B D è uguale alla 
somma dnf rettangoli de' lati opposti. 

Conducasi ^ iT in modo che abbiasi l' angolo A B D 
mm» CBK\ aggiungendo a questi due angoli » l' angolo FBK 
Sì avrà pure l'angolo ABKma CBD* Or se si osserva che 
l'angolo ADB '^ A CB 9 essendo ambedue isaitti nel 
medesimo segmento » e che per la stessa ragione l' angolo 
B A K est B DC t potremo concludere essere il triangolo 
A BD simile al triangolo BCK^ ed il triangolo B CD si- 
mile al triangolo A B K, Frattanto dai primi due si ha la 
proporzione 

ad:bd::ck:bc, 

e quindi ADXBC^BDX CK% 

dagli altri due si ha pure 

DClBDllAKlAB, 

e DCX AB^BDXAK; 

sommando questi due risultati^ed osservando che AK'hCK 
a6= AC^ otterremo 

ADXBC-^ DCXABmm BDXAC. 
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PÌ5. 268. Scolio I, Gli stessi triangoli ABD, BCK sommini- 
strano pure la proporzione 

ABlBDy.BKlBCv 

dalla quale si ha 

ABy^BC= BDX BK. 

Or se B D fosse un diametro» l'angolo BAD sarebbe retto; 
lo sarebbe ancora B KC\ avremmo adunque ^i? perpendi- 
colare ad A C. Laonde considerando il circolo come circo- 
scritto al triangolo ABC^ si può concludere che in un trian' 
gola qualunque il prodotto de' due lati A B , BC è uguale 
al prodotto ilei diametro del circolo circoscritto per V al" 
tezza che corrisponde al terzo lato A C preso per base. 
Scolio II. Posta frattanto 1' equazione 

AB X BC^BD X BK, 

e moltiplicandone i membri per AC, e poscia dividendo 
per 1 BD , avremo 

ABX BCXACACXBK 

%BD ^ a ' 

donde si rileva che l' area di un triangolo è uguale al pro^ 
dotto de' suoi tre lati, diviso pel doppio del diametro del 
circolo circoscritlOm 

TEOREMA Vili. 

Fig. 267. In ogni quadrilatero AB CD iscritto nel circolo, le 
dite diagonali stanno fra loro, come le somme dei rettangoli 
de* lati contigui alle loro estremità. 

Essendo K il diametro del circolo circoscritto , sarà in 
virtù del precedente scolio, 

jn^ ^B X BCX AC 
area ABC'^* -^ — =r— . 

^K 






> I 



/ 



urea AB D^ 
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JBXADXBD 



iiK 



area B€D « — SI ^-li • 

e poiché la sotdmti delle aree AÈC^ ACD è uguale alla 
somma delle aree ABD^ BCD\ perciò sommando 1 valori 
di queste afee , e sopprfoieiido il comune denominatore 
air avremo 

ABXBCXAC^ADxDCX^CmmABXADXBD+BCXCDXBD, 

ovvero 

iABXBC^ADXDC)AC^(ABXAD^BCX CD)BD\ 

AC \BD\\ABX AD+BC X CD ; ABXBC^ADXDC. 

ff 

TEOREMA IX. 

Due angoli A , B al centro i^ due circoli differenjLi , pig. 369. 
tUmno fra loro come gli archi CD , È F intercetti Jra i 
lati , divisi pei FéspetUvi. raggi AD, BF. 

Col raggio AF ^^ BF descrivasi l' arco E' F* com- 
preso fra i lati dell' angolo A ; avremo 

A:3\:E'r:EF*\ »*7o. 

ovvero , dividendo i due termini del secondo rapporto per 
AF^BF. 

j. R..E'F .EF 
* •• "TF* BF' 



ma 



FP CD" ♦338, 

AF^AD • 



j.^ .CD,EF 
dunque '^•^'^^^'AD'TF* 
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TEOREMA X. 

Fig. 270. ^ ^ faggio £2' un circolo sarà medio proporzionale fra 
le distanze ilei centro C dai punti Q , e P situati sopra 
una stessa retta CQ^ le rette M Q, M P condotte da un 
punto qualunque M della circonferenza ai punti Q , e P 
staranno fra loro nel rappo^fo costante di A Q ^ AP. 

Poiché il raggio è medio proporzionale fra CQ, e CP, 

avremo Cq ; CM ; : CM : CP ; 

perlochè i triangoli CMP , CMQ avendo un angolo ugua- 
le compreso fra lati proporzionali saranno simili , e daranno 
inoltre 

MQ:3fP^.:cQ:cM; 

ma dalla precedente proporzione si rileva che 

cq: CM :: cQ'-' cjff: c]if - CP :: aq: AP; 

■ » 

dunque MQl MP llAQl AP. 

come si doveva dimostrare. 

Corollario. Rispetto ad altro punto M' della circonfe- 
rcnza , avremmo pure 

M'QlJlfPllAQlAPi 

e quindi 

MQIMP llWQlJlfP. 



IH. MAXIMA E MINIMA NELLE FIGURE. 



1 . £8tstono delle quantità, le quali possono indefinitamen- 
te crescere, ed altre ne esistono che possono indefinita- 
mente diminuire. Del primo genere sono la tangente AT^ e Fig. 271. 
la secante B T\ perocché immaginando che ^ 7^ si aggiri 
intorno al punto fisso B preso su la circonferenza, l'incon- 
tro di questa retta colla tangente, avrà luogo in un punto T 
che fi allontanerà indefinitamente dal punto di contatto A \ 
per cui non vi sarà limite, in virtù del quale venga impedito 
alla tangente AT^ ed alla secante ^ 7* di ulteriormeute ac- 
crescersi. Del secondo genere poi è la corda BC^ la quale 
per l'indicato movimento di ^2^ si allontana successiva- 
mente dal centro, e va di mano in mano impiccolendo , e 
può per tal modo diventare più piccola d' ogni retta data. 

^. Ma esistono pur anche altre quantità, le quali giunte ad 
un certo punto crescendo, di là in poi decrescono, come ne 
isistono di quelle che fino a un certo punto vanno decre- 
scendo, e dipoi crescono. Infatti la corda BC aggirandosi pj ^ 
iotorno al punto B cresce fino ad uguagliare il diametro 
AB. e dipoi proseguendo il giro decresce: anche la parte OP 
diana linea che gira intorno al punto fisso O, intercetta fra 
quisto punto, e la retta AB , decresce fino ad uguagliare la 
peipendicolare O Q, e quindi proseguendo il giro indefini- 
tanente cresce. Ciò posto una quantità che fra tutte quelle 
deU sua specie è la più grande , si chiama maximum ; ed 
unaquantità che fra tutte quelle della sua specie è la più 
piccila , si chiama minimum, 

3. Perciò il diametro del circolo è un maximum fra 
tutte le linee che si possono iscrivere nella sua circonferen- 
za , e la perpendicolare è un minimum fra tutte le rette 
condaie da un punto dato ad una linea data. 



4. Si chiamano figf^re isoperimelre quelle che haono i 
loro perìmetri tt§^ali« 

TEOREMA I. 

Fig. 373 5. Fra tutte le linee che si possono condurre dal punto A, 
preso dentro o fuori della circonferenza BDC, ad un punto 
della circonferenza medesima, la retta A B che passa pel 
centro O è un maximum , ed AC , la quale passerebbe pel 
centro ove fosse siifficienlemente prolungata, è un minimum. 

Gondacasi pel punto A altra linea qualunque A ED) 
quindi si tirino i ragf^i OD ^ O E \ avremo 

AD <:OA^OD. 

ovvero AD<iAB; 

ed inoltra OC-h CA <^0E-^ AE. 

ovvero A C <: A E, 

Lo stesso ragionamento avrà luogo, nel caso che il punto A 
sia dentro la circonferenza. 

TEOREMA II. 

Pìg. 974. ' 6. La somma delle due rette AC , CB condotte dai punti 
A,eB dati ad un punto C della retta GB , sarà un mini- 
mum, cptando gli angoli da esse formati con G H saranno 
Uguali» 

Sia l'angolo ACGs=BCH; prolungando AC sito 
all' incontro E della perpendicolare abbassata dal plinto^ 
sopra G-H^ avremo DE f^» D B; ond'è che ogni punto di 
GH sarà ugualmente distante da B ed E. Inguisachè seda 
un punto qualunque O di GH condurremo le rette Oi» 
OB t OE avremo 

AC^CB = AE,AO'hOB^AO + OEi 

ma AE <zAO-^OE, 

dunque A C-h CB <. A O -hO B ^ 

come dovevasi dimostrare. 
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7. Corollario /• Il sistema delle due retle AC 9 CB co- 
stituisce il più corto cammino per andare da A in B^ pas- 
sando per un punto della retta G H. 

8. Corollario II, Fra tutti i triangoli che hanno la mede- Fig. ayS* 
sima base A B^ ed il vertice opposto sopra una retta data 

GH, quello il cui perimetro è un minimum sarà ABC ^ nel 
quale gli altri due lati AC^BC fanno angoli uguali con 
GH. 

9. Corollario III, Fra tutti i triangoli aventi la medesi- Fig. 276. 
ma base AB ^ e\ai medesima altezza espressa dalla distanza 

delle due parallele AB , GH , quello il cui perimetro è un 
minimum è ABC^ nel quale gli altri due lati sono uguali., 

» 

TEOREMA III. 

10. Di tutti I triangoli che hanno per base la corda tTuii Fig* «77» 
arco AMB , ed i loro vertici sopra lo stesso arco , il trian^ 

golo isoscele è quello nel aguale la somma de' due lati non 
determinati è un maximum. 

Sia M il mezzo dell'arco A MB, ed E un punto qualun- 
que dello stesso arco ; si conducano le rette A M , A E 9 
B III\, BE\ quindi sul prolungamento di A M si prenda 
M C msJ^M B , e s\A prolungamento di ^ £ si prenda E D 
ma E B\ finalmente si tirino le rette 3 C, B D, Poiché gli 
Mgoìif^A M B , A EB sono uguali , le loro metà ACB , 
ADB saranno esse pure uguali ve perciò la circonlereaza 
descritta dal punto M come centro con raggio MAfìa qual^ 
dee passare pei punti A , B ,C, passerà eziandio pel punto 
D ; adunque mentre A C è diametro , AD sarà corda d'una 
circonferenza medesima ; per cui avremo A C> A Dy ov- 
vero AM -^ MB> AE -^ EB 9 come sì doveva dimo- 
strare. 
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TEOREMi^ IV. 



Pig. «77. 11. Di tutti i triangoli che hanno per base la corda d/un 
arco A M B ,edi loro vertici sopra lo stesso arco il trian- 
golo isoscele AM B èun maximum. 

Le perpendicolari MH^ EK abbassate dai punii 
M ed E sopra A B , saranno le altezze dei triangoli 
AM B t AEB; ora E K è evidentemenie minore di MH^ 
la quale ove fosse prolungata passerebbe pel ceniro del cìr- 
colo ; dunque poiché i triangoli hanno la base A B comune, 
si può concludere che il triangolo isoscele A MB abbia una 
superficie maggiore di A E B, Dunque il triangolo isoscele 
A M B è un maximum, 

Fig. ^78. 12* Corollario 1, Fra tutti i triangoli rettangoli aventi la 
medesima ipotenusa AB il triangolo isoscele AB C è un 
maximum. Infatti la circonferenza descrìtta sopra AB co- 
me diametro dovrà passare necessariamente pei vertici 
C^ C ^C di tutti i triangoli. 

Fig. 379. i3. Corollario II, Dì tutti i rettan^^olì che si possono iscri- 
vere in un circolo» il quadrato AMBK è un maximum. In- 
fatti la diagonale AB e evidentemente un diametro ; ed i 
triangoli rettangoli AM B ^ A NB sono respettivamente le 
metà del quadrato AMBK^ e del rettangolo A N B K, 
Ora il primo triangolo come isoscele è maggiore del secon- 
do » duijque il quadrato AM BKk maggiore del rettangolo 
ANBH, 

TEO|l£MÀ V. 

F' a8o ^^' ^^ ^'^^ ^ triangoli arzenti un angolo comune B com- 
preso fra due lati la cui somma è data , il triangolo ma* 
xiMVM è quello nel quale i due lati non determinati sono 
uguali. 

S'ì^ABmmBCed AB -hBC^ MB + BN. Siccome 
i due triangoli ABC ^ M BN hanno un angolo comune in 
Bf avremo 
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BAClBMN :: ABXBC\BM X BN; 

laonde ove sì osservi che A B ^^ BC^ CN *mm A M ^ 
BN^ BC-h CN, BM mm BA — AM^ BC — CN ^ 
farìi pure 



BACiBMN ::bc:bc—c 



% 



ma ^C> BC--- CN\ dunque BAC'> BM N, come 
sì doveva dimoslrare. 

TEOREMA VL 

)5. Fra tutti i triangoli della stessa base y e dello stesso Fìg- a8i. 
perimetro il triangolo matimvm è quello nel quale i due 
lati non detcrminati sono uguali, 

S\9L AC^CB.AD^DB.eAC-hCB^AD-hDBi 
pelverlìce Ct e p^l punlo F mezzo di AB^ sì conduca la 
retta CF^ che prolungheremo sino all' incontro E della pa- 
rallela condotta pel punlo Z^ ad AB, Manifestamente sark 
CE perpendicolare ad' AB; perciò avremo AE^*^EB\\ 
ma AE-hEB <; AD^DB\ dunque AE-hEB <, * ni. 9. 
AC -^ CB ; cioè AE <, A C, Ora osservando che AE ^ 
ed A C sono rispetto ad AF due oblique, potremo conclu- 
dere che E F < CF t e per conseguenza che 11 triangolò 
scaleno A DB è minore del triangolo isoscele A CB* 

TEOREMA VII. 

1 

16. // quadrato avente per lato la metà d'ima retta data Pig* a8a. 
A B è il MAXIMUM di tutti i rettangoli che si possono co- 
struire con due parti AD ,D B della retta medesima. 

Sìa C il mezzo della retta A B ; avremo 

^"— Cl9 — AiDXDB*\ * 161. 

donde si ricava che il quadrato di ^ C supera il rettangolo 
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AD y, DB A\ una qoantUli indicata dal quadralo di CD. 
Dunque il quadrato di AC kun maxitman fra tulli i ret- 
taogoli che si possouo formare colle due parti nelle quali 
ne piaccia dividere A S, 

17. Corollario. Dunque fra tutti i rettangoli isoperimetri 
il quadrato ò un maximum. 

TEOREMA Vili. 

Fig. a83. ]8 Fra tutti i rettangoli che si possono formare colle per- 
pendicolari abbassate da un punto D del lato A B sapra 
gli altri due lati del triangolo ABG, quello delle due per» 
pendicolewi corrispondenti ed punto di mewko di esso lato 

è un MAXIMUM. 

Sia C il mezzo del Iato A B ^ e Z> un punto qualunque 
del lato medesimo; CK^ e DF sieno perpendicolari ad AG ; 
CH ^ e DE sieno perpendicolari sl GB. \ iriangoli ACK^ 
ADF essendo simili danno la proporzione 

AC\AD\\ CK\DF\ 

i triangoli B CH ^ BD E anch' essi similit danno V altra 

proporzione 

ac\bd*.ich:de\ 

moltiplicando queste due proporsiooi termine a termine, 
avremo 

AC\ ADXBD : : CK X CH: DF X DE'y 

* 111. 16. ina essendo il punto Cmezzo dissabbiamo ^C>i^Z)X^^^ 
dunque CKX CH^DFXDE, comesi doveva dimo- 
strare. . 
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TEOREMA. IX. 



19 Di tutti i triangoli formati con due lati dati AB, Fig, 984* 
AC, ed U terzo a piacimento, il mjximum è ABC, nel 
quale essi lati Jormano un angolo retto. 

Sì conduca la retta AD ■» AC^ e di poi si tiri DB ; nel 
triangolo A B D l'angolo B AC formalo dai due lati daii 
AB ^ AD non sarà reito; perciò abbassando dal punto D 
la perpendicolare DF sopra AB, sarà DA > DF^ ovvero 
CA '>' DF\ consegnen temente il triangolo ABC sarà 
maggiore del triangolo A B D ^ come si doveva dimostrare. 

TEOREMA 7. 

lo. Di tutti i poligoni isoperimetri, e d^ un medesimo nu' Fig. a85« 
mero di lati quello la cui superficie è un maximum ha tutti 
i suoi lati uguali. 

Sia AB CD E il poligono maximum; conducasi la 
diagonale AD^ e costruiscasi il triangolo ADP ^ che sia 
isoperimetro al triangolo ADE. Il poligono ABCDE 
essendo un maximum, sarà maggiore del poligono ABCDP\ 
or poiché le supèrfici di questi due poligoni hanno una 
parte comune A B CD^ ne consegue che il triangolo ADE 
fra tutti i suoi isoperimetri descritti sopra A D debb' essere 
un maximum anch' esso , e perciò maggiore del triangolo 
A P D. Dunque il triangolo A E D è isoscele , * cioè * m. 15, 
AE mm E D, Nello stesso modo potremo dimostrare essere 
ED^DC, DC^ CB.CB^BA. BA:^AE. Dun- 
que tatti i lati del poligono maximum sono uguali fra loro. 
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TEORVMh XI. 



Pie. ^86. ^^' ^'' ''^^ ^ poligoni /ormaii con dei tati doli ^ ed un 
ultimo a piacimento , il maximum de/ e$ser tale che tutti 
i suoi angoli Steno iscritti in una semi-circon/hrenza avente 
per diametro il lato incognito. 

Sìa AB CD F il poligono maximum fra tatti qaelli che 
fi pofftooo formare coi lati dati jé B ^ BC^ CD ^ D F eà 
un ultimo AF di piacimento ; tirata la diagonale B F se 
Y angolo ABF non fosse retto si potrebbe, rimuovendo op- 
portunamenie i lati AB^ BF renderlo tale senza alterare 
la parte BCDF\ per tal modo si accrescerebbe la snper- 
'^III. 19. fiele del triangolo AB F ^ * e con essa quella del poligono 
A BCDF; ma questo poligono essendo per ipotesi un ma- 
jcimum non può essere aumentato di più ; dunque V angolo 
A BF e retto: lo stesso è degli angoli ACF^ ADF\ dun- 
que tutti gli angoli del poligono maximum sono iscrìvibili 
iu una mezza circonferenza avente il lato incognito di esso 
polijh$ono per diametro. 

33. Scolio. Questa proposizione dli luogo a ricercare se in 
più maniere si possa formare un poligono con dei lati dati, 
ed un ultimo a piacere che sia il diametro della mezza cir* 
conferenza nella quale gli altri lati sono iscritti. A ciò ri- 
sponde la seguente proposizione. 

TEOREMA. XII. 

23. Non v' ha che una sola maniera di formare un poli' 
gono con dei lati dati , ed un ultimo incognito che sia il 
diametro della mezza circonferenza nella quale gli altri 
lati sono iscritti, 

Fìg. 287. Conviene premettere che se una retta A B h l'ufficio di 
corda rapporto a più archi AMB, AM'B descritti con 
differenti raggi AC^ AC ^ l'angolo al centro corrispon- 
dente a questa corda sark minore nel circolo il cui raj^io 
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è maggiore; cos\ ACB <,ACB\ perocché essendo \^ 
somma degli angoli ACO ^ CA C uguale all' angolo ester- 
no ^ {7 O , evidentemente A CO è minore dì ACO ^ e per 
conseguenza il doppio A CB dell' uno è minore del doppio 
ACB dell altro. 

Ciò posto supponiamo che abbiasi un circolo nel quale Pig. aM, 
avendo iscritti tutti i lati dati AB , B C. CD , D F,V ul- 
timo A F ah determinarsi a piacere , risulti uguale al suo 
diametro. In altro circolo maggiore le corde AB ^ BC^ec. 
corrisponderanno ad angoli al centro minori ; la somma 
di questi angoli , che nel circolo precedente costituiva 
due angoli retti « nel nuovo circolo sarii minore di questa 
quantatli, cosicché i punti A tà F non saranno altrimenti 
estremità d'un diametro. Non lo saranno neppure in altro 
circolo minore , come si può vedere mediante un ragiona* 
mento analogo al precedente. Dunque non v' ha che un cir- 
colo, cui possa corrispondere il poligono del quale si tratta. 
34* Scollo. È manifesto che ai lati AB^ BC, CD ^ DF sì 
potrà dare quell'ordine che vorremo; perché qualunque 
esso sia , il diametro del circolo circoscritto sarà sempre lo 
stesso come pure la superficie del poligono. 

TEOREMA Xlir. 

aS. Di tutti i poligoni fomuUi con dei lati dati il mjxi^ Fig. a88. 
jfc; jr è quello che- si può iscrivere in un circolo» 

Sh ABCDEFÌÌ poligono iscritto . ed A'B'CD'E'F 
quello non iscrivibile avente i medesimi lati cìùkA'B'mmAB^ 
ffCx^ BC, CU^ CD . ec. Conducasi il diametro ^P; 
dipoi si tirino le corde CP, DF\ sopra C D' mm CD 
i% faccia il triangolo CD'F uguale al triangolo CD Pi 
finalmente si conduca A" F* . Il poligono A BCP sarà mag- 
giore del poligono A'B'CF* *, ove però questo pure non sia * ni. ai. 
iscrivibile in un circolo avente per diametro AF\ nel qual 
caso i due poligoni si uguaglierebbero.* Parimente il poligo* n- m^ ^^ 
no ABDEF sarà maggiore del poligono A*PUE'F*^eccei* 
tualo il caso in cui vi fosse uguaglianza. Dunque il poligo- 
no intero ABCDEFè maggiore del poligono A'BfOVE!F^ 
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ove però non sieno -perfeitameiiie agaali ; ma essi non lo 
nono perchè l'anno è iscritto nel circolo, e l'altro per ipo- 
tesi nou è iscriVibile ; dunque il poligono iscritto è il mag- 
giore. Togliendo 1 triangoli uguali' CPD.^ CW resterà il 
poligono iscritto ABCDEF maggiore del non iscrivibile 

a6.'iSco/M».' Non V ha che un solo circolo» e per coose- 
gnenza che un solo poligono maximum die soddisfaccia al 

* III« ^« quesito ; lo che potrebbe dimostrarsi come nel Teor. XII. * 

tEOREMà XIY; 

27. // poligono regolare è un maximum fra tutti i poli- 
goni isoptrimetri ,eéCun medesimo numero di lati» 

* 

Sappiamo che d! tutti 1 poligoni che hanno uno stesso 

perimetro , ed un medesimo numero di lati il più grande è 

^ III. ao. quello nel quale questi lati sono uguali'* ; inoltre sappiamo 

che di tutti i poligoni che sì possono formare con dei lati 

* Iir. a5. d^^i* ì^ pì^ grande è quello che si può iscrivere in un circolo*; 

dunque il più grande di tutti i poligoni isoperimetri, e d' un 
medesimo numero di lati sarà,quello in cui questi lati saran- 
no uguali, e che nel tempo slesso potrà iscriversi in uu circo- 
lo ; dunque questo poligono sarà regolare. 

TEOREMA XV. 

Fig. 389. ^8. Di due poligoni regolari isoperimetri {/uello che ha 
pia lati è il maggiore. 

I due poligoni regolari sieno l' esagono DFGH I K^ ed 
il triangolo iyGl*\ siccome essi si suppongono isoperimetri 
è manifesto che la superficie sarà maggiore di quella del 
triangolo, ove l'apotema OE del primo sia maggiore del- 
l' apotema Q^E^ del secondo ; le quali apoteme si supporran- 
no situate sopra una stessa retta F Q, cui per conseguenza 
risulteranno perpendicolari i lati DK^ DI' dei polìgoni ; dì 
più questi lati saranno divisi in parti ugnali nei punti E , 
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ed E. E licGome gli aogolì DOE^ DCyE' metà degli angoli 
al centro dei poligoni non sono uguali è manifesio che i 
raggi OD f (yiy sufficientemente prolungati , si dovranno 
incontrare in un punto A, Or da A sì abbassi la perpendi- 
colare AB sopra PQ^ e quindi coi centri O ^Cy^e coi raggi 
OB t OB si descrivano gli archi BC^B C\ avremo 

B C B Cf 

DOE\ D'cys' : : -^ : -g^* ; « ii.Teor. ix. 

ma l'angolo DOE sta a 4 angoli retti, come DE sta al 
perimetro DFGHI K^ e 1' angolo UOE sta a 4 angoli 
retti 9 come D^E! sia ai perimetro D'G*!' , dunque 

DOE : D'&E' ::de: d'e\ 

e per conseguenza 

__ ^. _M B Kj B C^ 
DElD^E'llj^lj^, 

ovvero 

DEXBOlD'E' X BO'i: BClBC. 

Or si osservi che il paragoue dei triangoli simili ODE^ 
OAB, e quello dei triangoli 0'DE\ O'AB anch'essi 
simili , somministra le seguenti proporzioni , 

OEIDE llBOlBA^ 
O'ElD'EllBO^lBA', 
donde si ricava 

D\EXBp = OEX BA, 
D^Ef XB&^ OE'X BA; 
e quindi 

DE X BO ; D'E XBOr^OE: O'E; 

cosicché abbiamo ^ 

BClBCllOEl&E. 

Ciò posto si prolunghi l'arco BC d'una quantità ClhsB.CB*^ 

>9 
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e si coo^i ungano i punti ilf , b coU'arco M àì\ cui raggio sìa 
uguale ad O^^cioè uguale al raggio dell'arco A^B; la curva 
B M b sarà maggiore della curva da essa circondata BCh\ 
e perciò BM metà dì BMb stramaggiore à\ B C metà 
di BC b\ a più forte ragione sarà B €>- BC % dunque» 
stante la proporzione che abbiamo ottennta^sarà pure OE'> 
0*E\ cioè 1' apotema dell'esagono maggiore deli' apotema 
del triangolo ; in generale l' apotema del poligono che ha 
più lati sarà maggioi*e dell' apotema dell'altro; dunque di 
due poligoni regolari isoperimetrì quello che ba più lati è 
il maggiore. 

TEOREMA. XTI. 

Fig. 3ao. 2g. // circolo è maggiore d'ogni poligona isoperimeirù. 

Basterà dimostrare essere il circolo maggiore di un pò* 
ligono regolare qualunque isoperimetro; perocché il poli- 
gono regolare , è maggiore d' ogni altro poligono avente il 
medesimo numero di lati. Sia D E iti metà del lato del po- 
ligono regolare, OE ne sia l' apotema, ed EOD siala 
metà del suo angolo al centro. Sia poi €f il centro del cir- 
colo isoperimetro ; OE' ne sia il raggio : si faccia V angolo 
f O'D^axv EOD; ciascuno di questi angoli sarà la mede* 
sima parte aliquota di 4 angoli retti ; dunque le linee DE » 
D'E* saranno la medesima parte aliquota l' una del perime- 
tro del poligono, l'altra della circonferenza del circolo; 
dunque D E ^a=» D'E'. Or se si prolunga il raggio Cy& sino 
all' incontro K della tangente condotta pel punto E' otter- 
remo il triangolo ffE'K simile al triangolo OED , e quindi 
la proporzione 

OEl&ETllDElKE', 
ovvero OE • &E' : ; D'E^ : KE'i 

ed osservando che il triangolo O'E^K^^ } O^E' X KE' è 
maggiore del settore 0'E'D'=^\ O'E' X £'Z?', potremo con- 
cludere che RE -> E'D\ e conseguentemente che OE' > 
OE ; ma il poligono sta al circolo isoperiipetro, come l'apo- 
tema O E del primo sta al raggio OE' del secondo. Dunque 
il circolo è maggiore d' ogni poligono isoperimetro. 



IV. I TRIANGOLI SFERICI 



1. Si chiama fiiso la parie della superficie della sfera 
racchiusa fra due grandi semi-circoli che terminano a un 
diametro comune. 

3. Triangolo sferico dicesi la parie della superficie della 
sfera compresa fra tre archi di circoli grandi. 

3* Due circoli grandi d* una sfera ne dividono la super- 
ficie in quattro fusi , e tre circoli grandi la dividono in sei 
fusi , ove però questi circoli si taglino secondo il medesimo 
diametro ; perchè tre circoli i quali non hanno l' intersezione 
comune, dividono la superficie sferica in otto partirle quali 
sono triangoli sferici, essendo ciascuna racchiusa da tre ar- 
dii di circoli grandi. 

4. In generale una parte della superficie della sfera 
racchiusa da più archi di circoli grandi chiamasi poligono 
sferico, 

5. Si possono concepire descritti su la superficie sferica, 
triangoli » e poligoni sferici formati dagli archi de' circoli 
minori, ma di questi non faremo proposito. Oltre a ciò in- 
tenderemo che il triangolo sferico abbia ciascuno de' suoi 
tre lati minori della circonferenza d' un circolo grande. 

6. 1 lati d'ttu poligono sferico sono gli archi che ne co- 
stituiscono il perimetro. 11 fuso è un poligono sferico ài 
due iati. 

^. Gli angoli poi d'un poligono sferico sono gli an-s 
goli dei piani in cui si trovano i loro lati. Per tal modo 
un angolo sferico sarà acuto , o retto , o ottuso secondo 
la specie dell'angolo diedro de'due piani, ne'quali si trova- 
no i suoi lati. 

8. Or siccome l' a ngolo di due piani sMntende che sia 
quello delle due perpendicolari condotte nei medesimi piani 



/ 



ag^ APPENDIGB. 

sopra un panto della loro comane hiterseziooe , perciò on 
angolo sferico qualunque sark rappresentato dall'angolo 
che formano le due rette condotte pel vertice respettivamente 
tangenti a'snoi lati. 

Fig.aoo. 9- Sia DE F un triangolo sferico descrìtto su la super- 
ficie della sfera avente il suo centro in O; conducendo i 
ra^gi OD, OE,OF determineremo una porzione DE FO 
della sfera compresa fra i piani DO E^ DOF^ E O F, ed 
il triangolo sferico D E F; questa porzione della sfera dicesi 
piramide sferica. 

In generale chiamavi piramide sferica una parte della 
sfera compresa fra i piani d'un angolo solido avente il ver- 
tice nel centro della sfera, ed il poligono sferico intercetto 
fra i medesimi piani , cui si dà il nome di base deUa pira- 
mide sferica. 

10. E da osservare che l'angolo solido al vertice d'una 
piramide sferica contiene tutti gli elementi del polìgono 
sferico che le serve di base; essendoché gli angoli diedri di 
questo angolo solido sono evidentemente gli stessi angoli del 
poligono, e gli angoli piani sono respettivamente misurati 
dagli archi che fanno V ufficio di lati del poligono stesso. 
Ciò si può apertamente riscontrare nella piramide sferica 
triangolare O D E F, 

ji. Ond'é che due triangoli sferici, ed in generale due 
polìgoni sferici avranno i loro elementi respettivamente 
uguali ogniqualvolta gli angoli solidi cui essi corrispondono 
al centro della sfera saranno uguali. 

Fig* ^91* 1^- Se i piani di due circoli A B DC^ AF DG si sup- 
porranno perpendicolari fra loro la superficie della sfera 
sarà evidentemente divisa da essi in quattro fusi ugciali, 
ciascuno de' quali sarà perciò il quarto della superficie sfe- 
rica. Di più se il piano di un terzo circolo B FCG sarà 
perpendicolare al diametro A D comune agli altri due, cioè 
perpendicolare ai circoli ABDC, AFDG , ciascuno de'^sud- 
divisali fusi risulterà diviso in due parti uguali, come per la 
sovraposizione si può agevolmente dimostrare ; iuguisachè 
la superficie della sfera risulterà divisa in otto parti uguali 
fra loro, le quali saranno otto triangoli sierici con lutti i loro 



angoli retti » 4^tit perciò bene sì conviene il nome di trian- 
goli sferici trirettangoU, lì triangolo trirettaugolo è l'ottava 
parte delia superficie sferica. 

l3. Prendiamo a considerare i due fusi sferici opposti Fìg. 29^. 
che risaltano dai due grandi circoli BFB F* ^ B DB* ff 
che si tagliano secondo il diametro BB^ e supponiamo che 
la sfera avendo il suo cenerò sul piano della tavola venga da 
essa divisa in due emisferi l'uno superiore, l'altro inferiore; 
le parti dei due fusi situate nell' emisfero superiore saranno 
i triangoli D B F^e DBF^ eie parti situate nell'emisfero 
inferiore saranno i triangoli ly B' F ^ e DB' F> Ponendo 
mente ai triangoli D^ B F e DBF si vedrà che i loro 
vertici D' e D ^ B' e B ^ F e F sono punti diametralmente 
opposti della superficie sferica , dimodoché le rette da cui 
essi sono congiunti formeranno nel centro della sfera due 
angoli triedri opposti e simmetrici *, i quali bene dimostrano * 446- 
avere i triangoli sferici D BF^D B F* tutti i loro elementi 
respetti V amen te ugnali*. Ma quando si osservi che gli angoli '^iv. ti, 
solidi ODEF ^ OD'E'F stante la loro simmetria non 
possono coincidere si vedrà che per alcun modo di sovrap* 
posizione neppure i triangoli DBF y DBF non ostante 
r uguagliauza dei loro elementi potrebbero coincidere ; ra- 
gione per cui si dà loro il nome di triangoli sferici sim» 
metrici^ 

i/\. Un triangolo sferico non può avere che un solo trian* 
golo simmetrico^ 

i5. Ne' triangoli sferici isosceli non si dà uguaglianza 
per simmetria , ma sempre uguaglianza assoluta , e di so- 
vrapposizione. 

TKOREMA I. 

16 Dite punti della superficie d'una sfera determinano 
un gran circolo , purché questi punti non sieno le estremità 
d'uno stesso diametro» 

Infatti pei due punti dati , ed il centro della sfera non 
si può condurre che un solo piano, e questo piano taglia 
la sfera secoi^do un circolo grande , il quale passa pei 
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due punti dati. Ma i due punti, se fossero le estremilk d'uno 
stesso diametro, si troverebbero in linea retta col centro , 
ed il numero dei circoli grandi che passerebbero per questi 
due punti sarebbe indeterminato. 

17. Corollario /. Per due punti della superficie d'una 
sfera che non sono le estremità d' uno stess» diametro non 
può passare che un solo arco di circolo grande* 

18. Corollario II, lì circolo circoscritto ad un triangolo 
sferico non può essere che un piccolo circolo della sfera; 
infatti se questo fosse un gran circolo i tre lati del triangolo 
sarebbero situati in un medesimo piano , ed il perimetro del 
triangolo si ridurrebbe alla circonferenza di esso graa circolo. 

TEOREMA II. 

vg. Quattro punti ]non situati in un medesimo piano 
bastano a determinare una superficie sferica. 

La circonferenza che passa per tre dei punti dati può 
considerarsi come appartenente ad una infinità di superfici 
sferiche aventi i loro centri sopra la perpendicolare condotta 
pel centro, e sul piano del circolo' determinato dalla circonfe'- 
renza medesima ; ma fra queste superfici sferiche non ve n'ba 
che una la quale passi pel quarto punto, essendoché uno solo 
è il punto della perpendicolare equidistante dalla circonfe- 
renza, e dal quarto punto dato; dunque i quattro punti dati 
bastano a determinare una toperficie sferica. 

TEOREMA III. 

Fìg. 300. 20* ^ perpendicolare AB condotta sul piano^ e pel cen» 
tro d'un circolo qualunque EGFH descritto su la sfera passa 
pel centro di essa sfera , e ne interseca la superficie in due 
pinUi A e By ciascuno de' quali è ugualmente distante da 
tutti i punti della circonferenza del circolo EGFH, 

La perpendicolare AB dee passare per tntti i punti che 
sono equidistanti dai punti della circonferenza EGFH; 



ora il centro O della sfera gode di questa proprietà , duu- 
qne esso dee trovarsi sopra A B. luoUre se dai putiti A g B 
che appartengano a uu tempo alla superficie sferica» ed alla 
perpendicolare AB si conducono delle oblique ai diverbi 
punti della circonferenza EGFH^ quelle che partiranno 
dal ponto A saranno uguali fra loro, e per la stessa ragiope 
uguali fra loro saranno pur quelle che partiranno dal punto 
B ; dunque ciascuno dei punti A^e B è ugualmente distante 
da tutti i punti della circoofereoza EGFH, 

^1. Corollario I. Il punto O centro della sfera, il punto 
P centro di uno qualunque de' suoi circoli, ed i punti AeB 
della superficie di essa sfera ciascuno equidistante dai diversi 
punti della circonferenza EGFH, sono quattro punti situati 
sopra una stessa retta perpendicolare al circolo che si con* 
sidera; cinque pertanto sono le condizioni cui soddisfai que- 
sta retta ^ ma siccome il punto A gode della proprietà me- 
desima del punto B^ perciò queste cinque condizioni si ri- 
tlucono a quatlro realmente differenti. Ora è manifesto che 
due di tali condizioni bastano a determinare la retta A B ; 
perciò ove. due delle quattro suddette sieno date^ le altre 
dac ne conseguiranno necessariamente; quindi il numero 
delle combinazioni binarie che possono aver luogo fra 1 
punti O, jP, /^, più quelle che risultano dall' unire cia- 
scuno di essi colla condizione del perpendicolo cui soddisfa 
AB 9 sarà il numero appunto di altrettanti coroUarj che 
risultano dalla proposizione dimostrata. Ci limiteremo ad 
enunciare i seguenti. 

!.• La retta condotta pel cèntro d'una sfera perpendico- 
larmente al piano di uno qualunque de' suoi circoli passa 
pel centro di questo circolo , e determina sopra la superfi- 
cie di essa due punti di cui ciascuno è ugualmente equidi- 
stante da tolti i punti della circonferenza del circolo stesso. 

a.® La retta che congiunge il centro d' una sfera con 
quello d' uno qualunque de' suoi circoli e perpendicolare a 
questo circolo, e determina sopra la superficie della sfera 
medesima due punti ciascuno de' quali si trova equidistante 
da tutti i punti della circonferenza del circolo stesso. 

3.° La retta che congiunge il centro d' una sfem, ed un 
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puma della sua superficie ugualmente distante da tatti 
punti d' una circonferenza descritta su la sfera stessa y passa 
pel centro di questa circonferenza , ed è perpendicolare al 
piano del circolo che essa determina. 

VI, Corollario li. Tutti gli archi dì circolo grande con- 
dotti dai differenti punti d'una circonferenza EGFH a 
uno dei punti A^ B sono uguali fra loro ; infatti le corde 
loro sono uguali. Cosi AE==^AG^:=^AF^ ec. ; e pari- 
mente BEm^SGmm BF',ec. 

Di più ì piani di questi archi sono perpendicolari alla 
circonferenza EGFH\ perocché essi passano tutti perla 
linea A B, la quale è perpendicolare al piano del circolo 
determinato dalla circonferenza medesima. Se tal circonfe- 
renza fosse quella d' un cìrcolo grande come CI D K eia- 
senno degli archi di gran circolo condotti dai suoi diversi 
punti a l' uno dei punti A ^ e B sarebbe un quadrante. 

i3. Scolio I. [u virtù di questa proprietà i punti A eB 
sì distinguono col nome di poli del circolo EGFH , raen- 
* 3g6. tre la retta A B ^ come sappiamo *, dicesi asse dello stesso 
circolo. I punti y^ e ^, e la retta AB sono pure i poli, e 
l'asse del circolo grande CI DK parallelo al piccolo cir- 
colo EGIK, In generale l'asse d'un circolo qualunque 
della sfera è il diametro della sfera condotto perpendico- 
larmente a questo circolo , ed i poli di tal circolo sono le 
estremità del diametro stesso. 

24. Scolio II. Le distanze de' poli di due circoli 
uguali descritti su la medesima sfera , o sopra sfere uguali 
sono uguali. 

aS. Scolio III. Poiché i poli d' un cigolo si trovano 
all' intersezione degli archi di gran circolo condotti pei di- 
versi punti della sua circonferenza perpendicolarmente al 
suo piano, segue che l'intersezione di due di tali archi basta 
a determinare uno dei poli. 

Per trovare il polo d'un gran circolo CI DK si con- 
duca un arco lA dì gran circolo , perpendicolare alla cir- 
conferenza CIDK ed aguale ad un quadrante ; l' estremità 
A di tale arco sarà il polo richiesto. 

26. Scolio IV, Per le proprietà dei poli riesce age- 
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vole il descrivere su la superficie d' una sfera una circon- 
ferenza dì cui sia da lo un punto E unilaroente ad uno dei 
suoi poli A, Perocché facendo girare V arco A E , o qualun- 
que aJira linea dello stesso intervallo, intorno al punto A^ 
r estremità E di questa linea descriverà la circonferenza 
ricliiesta* 

Agevolmente potremo pure descrìvere una circonteren^ 
za di circolo grande della qnale sieuo dati due punti Ced /• 
Perchè in primo luogo potremo determinare il polo A me- 
diante l' intersezione di due archi descritti dai punti C ed 
/ come centri, con un intervallo uguale ad un quadrante; 
poi mediante il polo A^ e collo stesso intervallo di un qua* 
drante si descriverà la circonferenza CIDK, 

Finalmente se da un ponto dato G dovremo abbassare 
un arco perpendicolare sopra una data circonferenza CIDK 
determineremo tal punto D di essa la cui distanza da G 
uguagli un quadrante , dipoi dal polo D e col medesimo 
inlervallo descriveremo l' arco G/, il quale sarà il richie- 
sto arco perpendicolare a CID K, 

TEOREMA IV. 

27. In ogni triangolo sferico un lato è minore della pig. «igo, 
somma degli altri due , e maggiore della loro differenza, 

1*^ Dai punti A ^ B , C s\ conducano i raggi OA^ 
OB, OC\ gli angeli AOB, A OC, BOC avranno 
respetti vamente per misura gli archi AB^ AC^ BC\ 
ora AOB <iAOjQ^BOC, dunque 

AB^AC-hBC. 

a.<> Soppongasi AC^ BC\ poiché BC+ AB > AC^ 
togliendo da ambe le parti B C sarà 

AB:>AC—BC. 
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TEOEEM A T. 

Fig agS, M, Se da un puiUo O preso dentro il triangolo sferico 
ABC ti conducono alle estremità di un lato B C gli archi 
di circolo grande OB ,OC, la somma di questi archi sa 
rà minore di quella degli altri due lati AB , AC 

Sia prolnngato BO sino airiocnatro del Iato A B m 
D\ siccome OC <. O D -\-DC aggiuogendo da aqibe le 
parti BO, avremo BO ^ OC < BD -\^ DC. ?Sit\menie 
BD '<, B A ^ AD\ aggiungendo da ambe le parli DC 
si avrà BD -^ DC ^<z BA ^ AC. Dunque a più forte ra- 
gione BO-^OC <:BA-hAC. 

TEOREMA YL 

Fig. ^gi» 29. // pili corto cammino fra due punti A, e B situali su 
la superficie d* ima sfera è il pili piccolo dei due archi 
del gran circolo che passa per questi due punti» 

A dimostrare tal teorema convien premettere un assio- 
ma; ed è che avendosi due circonferenze parallele il più 
corto cammino di uno dei loro comuni poli alla circonfe- 
renza che n' è più lontana è maggiore del più corto cammi- 
nò del medesimo polo all' altra circonferenza. 

Postociò se il più breve cammino àsi A ìu B non è 
V arco di circolo grande A B esso sar& nn altra linea , per 
esempio, AFCGB di cui un qualche punto C non apparterrà 
all'arco AB\ conducendo gli archi di gran circolo AC, 
BC daremo luogo al triangolo sferico ABC , nel quale 
ciascuno degli archi medesimi AC, BC sarà minore di 
AB\ perocché se AC, per esempio, fosse maggiore di 
AB i punti C, e B Sì potrebbero considerare come situati 
sopra due circonferenze parallele aventi per polo comune il 
punto A , e delle quali la prima sarebbe più lontana della 
seconda da esso polo , quindi per l' assioma premesso il più 
corto cammino da ^ in C sarebbe maggiore del più corto 
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cammino dti A m B contro l' ipotesi. Or poiché in ogni 
triangolo sferico un lato è minore della somma degli altri 
due, prendendo A e w» ^C» risulterà Bc '<, BC^ perlo- 
cliè facendo girare 11 piano dell'arco AC intorno al dia- 
metro che passa per A finche esso arco convenga con A B 
la linea AFC verrh in Afe, è facendo girare BC in^ 
torno a B finche convenga colla stessa A B lai lìnea BGC 
verrà in Bgc'^ e le due linee Afc^Bgc' si segheranno 
nel punto K» Posto ciò se AFC GB fosse 41 suo breve 
cammino da v^ in ^ anche Afe ^ Bgc lo sarebbe; ma 
AfK <; Afe ,BgK<Bgc\ dunque AfK ^BgK< 
Afc^ Bgc' \ dal che risulta essere la linea A KB mi* 
norc dell' ipotetico più breve cammino Afe -i- Bgc'\ dun- 
que il più breve cammino da ^ in J^ non può avere un 
punto C che non sia su l' arco di cìrcolo grande A B , o 
in altri termini il più breve cammino da A in B avrà tulli 
i suoi punti su r arco A B ; quest' arco è il più breve cam- 
mino da ^ in B, 

TEOREMA TU. 

3o. La somma dei tre lati d' un triangolo àfrico è mi" Fìg. agS. 
nore della circonferenza d' un circolo grande* 

Sia A B C ìxn triangolo sferico formato dai tre archi 
di circolo grande AB ^ B C , AC: prolungando i lati AB^ 
^C7 finché s' incontrino in Z>» si avranno gli archi ABD ^ 
ACD \ quali saranno due mezze circonferenze ; ma nel 
triangolo BCD si ha BC < BD + CD ; dunque aggiuo* 
gendo da ambe le parti AB -+- AC avremo AB -f- AC + 
BC <, ABD -h ACD ; donde si rileva essere la somma 
dei tre lati d' un triangolo sferico minore d' una circon- 
ferenza di circolo grande. 
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TEOREH A VllK 



r ig. 396. 3 1 . Un angolo sferico B ACha per misura V arco M N 
compreso fra i suoi latice descritto dal suo vertice come pò* 
lo alla distoma d* un t/uadrante. 

Difatti supponendo che ciascuno degli archi A M ^ AN 
sia uguale ad un quadrante, ambedue gli angoli AOM ^ 
AON saranno retti; ìnguisachè l'angolo Ai O N corri- 
sponderà all'angolo de' piani ne' quali sì trovano gli archi 
*4i9. AM ^ AN* 9 e rappresenterà l'angolo sferico B A C. Or 
l'angolo MON è misurato dall'arco MN\ dunque l'an- 
golo B AC hsL esso pure per misura lo stesso arco Af N, 

TEOREMA IX. 

Pi 8- ^97* 31. Essendo dato il triangolo sferico ABC se da ciascu- 
no dei vertici A^ B, C come poli si descrivono gli archi EF, 
F D y D E che formino il triemgolo DE F , reciprocamen- 
te i vertici Dy E^ F di questo secondo triangolo saranno i 
poli dei lati B C , AC , AB del primo» 

11 punto ^ essendo il polo dell'arco EFfìa distanza 
A E è un quadrante ; il punto C essendo il polo dell' ar- 
co DE^ la distanza CE è parimente un quadrante ; in- 
gttisachè il punto E trovandosi alladistanea d' un quadrante 
da ciascuno de' punti A,e C sarà il polo dell'arco AC. Nello 
stesso modo può dimostrarsi essere D il polo dell' arco BCf 
ed Fquello dell' arco A B. 

33. Corollario, Dunque il triangolo ABC potrà descri- 
versi mediante il triangolo DEF , come il triangolo DEF 
è stato descritto mediante il triangolo ABC. 

34* Scolio. A cagione della proprietà dimostrata i trian- 
goli ABC t D E F Sì dicono triangoli polari. 
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TEOREMA X. 



35. Ciascun angolo à^ un triangolo sferico ha per misu- pig. 397. 
ra il supplemento del lato opposto, preso nel triangolo pò* 

dare. 

Si prolanghino gli archi AB ^ AC sino all' incontro 
del lato EF ne' punti G^eà H\ essendo il punio A polo del 
lato EFV angolo A del triangolo ABC sarà misurato dal* 
l' arco G JJ. Ma £ J7 è un quadrante , e tal'è GF^ poiché E 
è il polo di AH^ed F quello ài A Gì dunque la somma 
EH ^GFf oppure EF ^ GH sarà una mezza circon- 
ferenza ; dunque l' arco G H che misura 1' angolo ^ è il 
supplemento di £ i^. 

In secondo luogo l'angolo D del triangolo DEF ha 
per misura V arco M I\ ma essendo C il polo di D E ^ e B 
quello di Z> F la somma MC + BI.oMI-^BCk ma- 
nifestamente una mezza circonferenza; donde segue che 
^ / è il supplemento di B C. 

Per tal modo la proprietà di che si tratta è reciproca ad 
ambedue i triangoli ABC^ DEF^ 

36. Scolio. Questa è ia ragione per cui ai triangoli 
ABCf DEF si attribuisce talvolta il nome ancora di 
triangoli supplementarj. 

TEOREMA XI. 

37. La somma degli angoli é£ ogni triangolo sferico è 
minore di sei, e maggiore di due angoli retti. 

Perocché essendo gli angoli A^ B^ C del triangolo 
ABC respettivamente misurati dai supplementi dei lati 
EF^ FD, DE del triangolo polare DEF, la somma 
A -h B + C di questi angoli avrà per misura tre mezze 
circonferenze meno la somma EF -f- FD -^ DE dei lati 
del triangolo polare. Ma la somma EF^ FD -h DE 
dei tre lati di un triangolo è minore di una circonfe- 
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renza « dunque ove essn si lolga da tre messe circonfereuse » 
il resio sarà sempre minore di tre messe circonferense » e 
maggiore di una messa » cioè la somma A^^B'^C de- 
gli angoli d' un triangolo sferico sarà minore di sei « e 
maggiore di due angoli retti. 

38. Corollario. Da ciò si rileva che la somma dei tre 
angoli d* un triangolo sferico non è costante come quelle 
dei tre angoli d'un triangolo rettilineo; essa varia da due 
sino a sei angoli retti seosa mai uguagliare né l' uno né 
V altro limile ; per conseguensa non si può essendo dati due 
angoli d' un triangolo sferico trovare il terzo. 

89. Scolio /.Un triangolo sferico può avere uno , due , 
o tre angoli retti cioè può essere rettangolo , bi-rettangolo , 

Fig. 991. ^ tri- rettangolo. Se il triangolo AFC fosse bi-rettangolo, 
vale a dire avesse due angoli retti AFC 9 ACF il vertice 
A sarebbe il polo della base FC^ e ciascuno de' lati 
AF^ A C uguaglerebbe un quadrante. Se inoltre l'angolo 
A fosse esso pure retto il triangolo AFC sarebbe ti i- ret- 
tangolo » ed i suoi lati sarebbero tre quadranti. 

Fig. agS. 4o Scolio II. Se bene si osserva nelle precedenti prò* 
posisioni si suppone che i triangoli sferici abbiano i loro 
lati sempre minori della messa circoofereasa ; allora ne 
segue che gli angoli sono sempre minori di due angoli retti ; 
infatti i lati AC^ AB quando sono minori della messa 
circonferenza debbono essere prolungati ambedue onde 
s' incontrino in D. Ma la somma dei due angoli ABC^ CBD 
uguaglia due angoli retti , dunque il solo angolo A B C è 
minore di due angoli retti. Per lo contrario ne' triangoli di 
cui qualche lato è maggiore della messa circonferense , co- 
me in quello, per esempio , che si ottiene togliendo dall'e- 
misfero il triangolo ABC, l'angolo opposto ad un lato 
maggiore della messa circonferensa , qual' è il Iato AEDC, 
supera due angoli retti della quantità indicata dall' angolo 
DBC. 

Ora vedendosi chiaramente che la cognisione degli* ele- 
menti del triangolo ABC basta a determinare quelli del 
triangolo AEDCB perciò la risolusione di uno di tali 
triangoli, cioè la determinazione delle loro parti, si riduce 
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sempre alla rÌ8olution« d' an trian^lo adente tutti i suoi 
lati niioorì della measa circooferenza. 



teoreutà XII. 

é^i. Se due triangoli descritti su la medesima sffra,o so- Fìg. agg. 
pra sfere uguali sono equilateri fra di loro , saranno pure 
equiangoli, 

Siena ì doe triangoli ABC » DEF descritti su le sfere i 
cui centri sono O, e P ; ed abbiasi AB »=: DE^BC^^EF^ 
C Awm FD, Conducendo le tangenti Ac^Ah agli ar- 
chi AC^ AB ^ e le tangenti Z>e, Df af^li archi DE^ 
DF^ dico che l' angolo BAC sarà uguale all' angolo DEF\ 
in fatti prolungando i raggi O B ^ OC^ P E^ P F sino al- 
l' incontro delle tangenti che abbiamo condotte,e tirando le 
rette bc, ef^ avremo i triangoli A Oh ^ DP e evidente- 
mente uguali» per cui sarà Ab s=. De ^ Ob = Pe^ eòi 
triangoli AOc^ ^Pf anch'essi uguali donde si avrà 
A e essa Df^ ed Oc^m Pf\ cosicché i triangoH bOc^ e Pf 
avendo un angolo uguale compreso fra lati uguali sono 
uguali , per cui bcm^ ef\ dunque anche i triangoli Ahe , 
D ef sono uguali y V angolo b Ac^^ e Df^ e conseguente- 
mente l'angolo sferico A è uguale all'angolo sferico D, 
Nello stesso modo &i dimostrerebbe V uguaglianza degli an- 
goli B ed E , C eà F. 

4^* Scolio, £ da osservare che gli angoli uguali si trova- 
no respelli vamente opposti ai lati uguali. 

TEOREMA Xllf. 

43. Se due triangoli descritti su la medesima sfera o so^ 
pra sfere uguali hanno un angolo tiguale compreso fra lati 
respettivamente uguali avranno ancora il terzo lato, e gli 
altri due angoli respeitivamente uguali. 

Sia l'angolo A del triangolo ABC uguale all'angolo 
D del triangolo DEFL il lato ^^ ^ Z>£:, ed il iato 
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AC ^^ D F; avendo ripetuta la Gosiruxioae precedente- 
mente indicata, dall'uguaglianza dei triangoli A Oh e 
DPe, AOc9 DPf dedurremo che Ab^De ^ Ch'—P e. 
Oc-» P/, Ac = Df^ esiccome l' angolo ^ >^ e •—-<; Z>/, 
j triangoli bAc, e Z>/ saranno uguali fra loro, e perciò 
tali saranno pure i triangoli bOc^ ePf dai quali ricavasi 
esser l' angolo bOc ^^ e PJ^ e conseguentemente l' arco 
B C ^n E F, Frattanto avendo i due triangoli sferici i lati 
respetti vamente uguali per la dimostrazione della nguaglian- 
sa dei loro angoli si può ricorrere al teorema precedente. 

TEQAEMA XIV* 

ig. 3oo. 44* ^ ^^^ triangoli $ferici descrìtti su la medesima 
sfera o sopra sfere uguali sono equiangoli fra di loro, sa- 
ranno pure equilateri. 

Siano ABC^ DEF i due triangoli dati ; ahe^ def 
i loro triangoli polari. Poiché nei triangoli AB C ^ DEF 
sono uguali gli angoli , ne' triangoli abc^ </ e/* dovranno 
essere uguali i lati \ or questi essendo fra loro equilateri , 
saranno pura equiangoli. Finalmente dall' uguaglianza degli 
angoli de' triangoli abc ^ def sì deduce quella dei lati nei 
loro polari ABC, DEF. Dunque i triàngoli equiangoli 
ABC, DEF sono nel medesimo tempo equilateri fra di 
loro. 

45. Scolio, Questa proposizione non ba luogo nei trian- 
goli rettilinei ne' quali all' uguaglianza degli angoli non 
può conseguire che le proporzionalità dei lati ; ma in due 
triangoli sferici descritti sopra la medesima sfera» i lati non 
possono essere proporzionali fra loro senza divenire uguali 
come archi simili di circonferenze i cui raggi sono uguali. 
Cbè se i triangoli fossero descritti sopra sfere di diverso 
raggio t posta ne' due triangoli l' uguaglianza degli angoli 
ne risulterebbe la proporzionalità de' lati » cioè i due trian- 
goli sarebbero fra di lorp simili. 
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TEOREMA XV. 



46. Se due triangoli sferici ABC, DEF descrìtti su la pig. 500. 
medesima sfera o sopra sfere ugtudi hanno un lato uguale 
comune a due angoli respettis^a mente ugunli , avranno pure 
il terzo angolo , e gli altri due lati respettivamente uguali, 

I irfangoli polari abc^ de f dei due irtangoU dati 
avendt» nn angolo aguale compreso fra lati respetti v amen te 
uguali saranno nguali io tutti i loro elementi » cioè avranno 
gli altri due angoli, ed il terzo lato respetti v amen le uguali ; 
dunque ne' triangoli dati ABC, DEF gli altri due lati , 
ed il terzo angolo saranno essi pure respettivamente uguali. 

TEOREMA XYI. 

4?* ^^ ^É^ triangolo sferico isoscele A BC gli angoli Fig. 3o». 
opposti ai lati uguali sono uguali ; e reciprocamente se 
due angoli d'un triangolo sferico sono uguali il triangolo 
sarà isoscele, 

1.^ Sìa ABmm AC; pel vertice A , e pel punto D raez* 
zo di BC couduciamo l'arco di circolo grande A D\ì due 
triangoli A B D^ A CD avranno i loro lati respettivamente 
uguali ; dunque essi saranno uguali ; dunque l' angolo 
B^C. 

3.^ Reciprocamente se l'angolo B as» C sarà AB=:AC. 
Infatti sia abc il tnaugolo supplementario del triangolo 
dato; essendo B tsa C avremo ac «sa a b; e conseguente* 
mente T angolo b^sa e; dunque A C^=^ A B, 

4B. Corotlarìo, L' uguaglianza de' due triangoli ABD , 
A CD dimostra pure essere l'angolo BA D i=z CAD , e 
l'angolo ADBmmaADC; donde segue che in ogni trìan- 
gelo sferico isoscele V arco condotto dal vertice al ntezzo 
della base risulta perpendicolare a questa base dividendo 
V angolo ai vertice in due parti ugnali. 

ao 
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TEOREMA XVII. 



Fig. 3o9 49* ^^* ^<^ ^^^ et un triangolo hferieo ABC il mag^ 

giore è quello che trovasi opposto ad un angolo maggiore ^ 
€ reciprocnmenie di due angoli d* un triangolo sferico il 

maggiore è quello che trescasi opposto ad un Icto maggiore, 

il 

Sia B >' A\ conducasi Farco di circolo grande BD 
per modo che risalii l'angolo A B D ss= A'; avremo DB^» 
A D. M9L BD-hDC:> BC; dunque AD-t-DCos- 
vero A C è par maggiore di B C. La proposisioae recipro- 
va polrli dimosirarsi pel sussidio del triangolo polare. 

TEOREMA XVIII. 

Fig. 3o3. 5o. Se i due lati AB , AC del triangolo sferico ABC 
sono uguali ai due letti DE , D'F dei triangolo sfèrico 
DEF descritto sopra una sfera uguale , e se nella stesso 
tempo V angolo A è maggiore dell' angolo D , il- terzo 
lato B C del primo triangolo sarà maggiore del terzo EF 
^ del secondo. 

Si faccia l' angolo CAG = D, ed A G ^ D E , è sì 
conduca l' arco di circolo grande GC\ \ irìangolì GAC^ 
DEF avendo un angolo uguale compreso fra lati uguali 
saranno uguali; si avrà dunque CGmmEF. Or tre casi 
diversi possono avvenire, sccondocbè il punto G cade fuori 
del iriangolo A BC ^ o sul lato BC ^ o su la super6cie del 
triangolo. 

Se il punto G cade fuori del triangolo ABC^ avre- 
mo AB < A I^BJ , GC<IG H- IC\ e quindi 
A B -h G C <i AG -h B C; togliendo da una parte ^B, 
e dall'altra la sua uguale AG^ resterà GC<zBC; 
dunque E F <z B C. 
Fìg. 3o4. Se il punto G cade sul lato BC^ manifestamente GC 
sarà parte di BCi dunque EF <: BC. 



FinalmenCe se il paolo G cade sa lasaperficie del trian- Fìg. 3o6« 
golo jiBC.BìBvrìL AG-^GC <.AB^BC,t quindi 
GC <iBC\ dunque EF <iBC. 

6 ì.^ Scolio. Reciprocaraeute se i^lue lati AB ^ A Càeì 
triangolo ABC sono uguali ai due lati DE , DF del 
triangolo- DE F ^ e se inoltre il terzo . lato CB del primo 
triangolo è maggiore del terzo lato E F del secondo trian- 
golo 9 l' angolo B A C del primo triangolo sarà maggiora 
dell'angolo E D F del secondo. 

Perocché se tal proposisìone si nega, l'angolo BAC do- 
vrebbe essere uguale o minore dell'angolo DEF^ nel 
primo caso il lato C B sarebbe uguale ad E F^ nel secondo 
C B sarebbe minore di E F\ or l' uno , e l' altro sono con* 
irari alla ipotesi ; dunque l' angolo B AC k maggiore 
dell'angolo EDF. 

TEOREMA XIX. 

5a. Due triangoli sferici simmetrici sono uguali in su- '^ * 
perjicie» • 

Sieno ABC ^ DEF due triangoli simmetrici, cioè due 
triangoli che st?bbene abbiano i loro elementi respetti- 
vamente uguali non possono coincidere per alcun modo di 
sovrapposizione a cagione dell' ordine di questi elementi , 
avendosi AB = DE, ACmmDF, BC^EF\ dico che 
la superficie ABC h uguale alla superficie DEF, 1 lati 
dei due triangoli essendo uguali , le corde da essi sottese 
saranno pure uguali , e formeranno triangoli rettilinei ugua- 
li ; cpu^eguentemente i circoli circoscritti a questi triangoli 
saranno uguali , e gli arcbi di gran circolo condotti dai loro 
respetlivi poli P e Q ai vertici dei triangoli sferici proposti 
saranno tutti uguali fra loro , e formeranno dei triangoli iso- 
sceli respettivamenie uguali «cioè A B P uguale sl D EQ 9 
ACP uguale a DFQ , e BCP uguale ad EFQ , come sì 
può dimostrare mediante la sovra posizione per la ragione 
stessa che essi triangoli sono isosceli ; dunque ABP'-^ACP 
-h BCP — DEQ -hDFQ-hEFQ, dunque i due trian- 
goli simmetrici ABC, DEF sono uguali in superficie. 
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S3. Seolio. 1 polì P f e Q potrebbero estere sitaati al di 
fuori dei triangoli ABC ^ DEF\ allora la loro ugna- 
glìanza non risulterebbe altrimenti da quella delle due som* 
me de' triangoli isosceli suindicati , ma da quella di due 
differenze, le quali agevolmente si potrebbero determinare. 

54* Corollario 1. La medésima dimostrazione vaie a 
provare che le piramidi triangolari sferiche simmetriche 
sono equivalenti. 
Fig. 199. 55. Corollario IL Se dae grandi circoli DBiy^FBF 
si tagliano nell' emisfero DFL/F* la somma de' triangoli 
opposti DB F 9 lyB F sarà uguale al fuso il cui angolo è 
B, Infatti il triangolo J^BF è ciò che manca al triangolo 
D ffF onde abbiasi il fuso avente 1' angolo B ; d' altra 
» lY. iS. parte sappiamo^, che i triangoli D^B'F^ DBF anno sim* 
metrici. 

56. Corollario III. Chiamando cimeo sferico la parte 
della <fera compresa fra due grandi semi-circoli, ed il fuso 
da essi determinato, potremo pure concludere che le due pi- 
ramidi sferiche che hanno per basi i .triangoli D B F^ DB F 
prese insieme equivalgono al cuneo il cui angolo è B. 

• 

TFORKMA XX. 

Fiff. 307. 5j. £' area del fuso A M BN sta aW area delia sfe- 
ra come V angolo MAN di questo fuso sta a quattro ari' 
goli retti y o come V arco M N che' misura queW angolo 
sta alla circonferenza. 

Sia in primo luogo l'arco MN commensurabile colla 
circonferenza MNPQ ; e per esempio MN stia a questa cir- 
conferenza, come 3 sta a 10. Dividendo la circonferenza in 
io parti uguali^l'arco MN ne conterrà 3 ; conducendo dipoi 
pei punti di divisione , e pei punti A e B delle circonfe- 
renze, la superficie sferica risulterà divisa in 10 fusi ug[ua- 
li, 3 dei quali saranno contenuti nel fuso AMBN; difatti 
i triangoli sferici in che resta divisa la superficie della sfe- 
ra , e che presi due a due formano i suddivisati fusi sono 
tutti uguali fra loro. Dunque il (uso A M B N sta alla 
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«Dperficie dellii sfera » come l' arco M^ sta alla circonfe- 
renza , oppure come l' angolo MA N del fuso a quattro an- 
goli reni. In secondo luogo se l' arco 31 N non fosse cóm- 
tnenjmrabile colla circonferenza « col ragionamento stesso 
di cui ai sono veduti molli esempj si proverebbe che tal 
teorema avrebbe sempre luogo. 

58. Corollario !• Rappresentando con F V area di un 
fjiso il cui angolo è A » con K V area della sfera » con R 
V angolo retto » porremo la proporzione 

donde si ha 

Perlochè ove , si rifletta che la superficie della sfera consta 
di otto triangoli sfericilrireitangoli *» e che prendendo uno * lY. ia« 
.di quesii triangoli per unità di misura l'area della sfera me- 
desima risulla rappresentata da 8» e finalmente che la quan- 
tità 4^ può essa pure rappresentarsi dal solo numero 4 
quando 1' angolo retto si prende per unità di misura ango« 
lare, avremo 

equazione di convenzione , la quale vale ad esprimere che 
il rapporto del doppio dell' angolo del fuso all' unità augo; 
lare è uguale al rapporto dell'area del fuso medesimo. all'u* 
nità superficiale. 

59. Corollario II. Due fusi F, F stanno fra loro co- 
me i loro respettivi angoli \^ , A. Infatti 

F:r:: !ia:^a'::a:a\ 

60. Scolio. Osservando -che nella medesima sfera o in 
sfere uguali a fusi uguali corrispondono cunei sferici uguali^ 
potremo concludere che il cuneo sferico sta alla sfera come 
l'angolo del fuso base di esso cuneo sta a quattro angoli 
retti ; e quindi che due cunei sferici stanno fra loro nella ra- 
gione dei loro angoli diedri. 



3 i O AVmiDfCB. 



TEOREMA XXI. 



Fig. 5o8. Sì. V area del triangolo sferico, sta alF area della sfe- 
ra, come l* eccesso della somma destre angoli del triangolo 
sopra due angoli retti , sta a otto angoli retti* 

Sia À BC lì triangolo proposto ; prolangliiamo i sniu 

lati Sochè incontrino il circolo massioio EFGID descmto 

in modo che comprenda il triangolo dato. I due triangoli 

DAE f HAG presi insieme equivalgono al fuso il cui an- 

» IV, 55. golo è A* 9 dunque in virtù del teorema precedente * 



come pure GBF-hlBDmm 



HCI-hFCEm^ 



4« ' 

BXK 
CXK 



ma la somma di questi sei triangoli supera la soperBcie 
della semi-sfera di due volle quella del triangolo A BC\ 
dunque 

e ridncendo 

ovvero 

ABClKllA-^B-hC^iiRlòR. 

come si doveva dimostrare. 

6a. Corollario. Prendendo poi per unità delle superficì 
sferiche il triangolo trireltangolo , e per unità angolare l'an* 
golo retto » avremo 

• • • » • 

ABC^A-hB-^C—i; 
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equazione con\ enzionale , la qoait; vale ad esprimere che il 
rapporlo dell' eccesso della somma degli angoli d' un trian- 
golo sferico sopra due angoli retti all'unità angolare è 
uguale al rapporlo dell' area del triangolo sferico all' unita 
superficiale. 

63. Scolio I. La medesima dimostrazione applicala alla 
piramide triangolare sferica avente per base il triangolo 

A BC * ne porta a concludere , che la piramide sferica sta * IV. 56. 
alla sfera, come l'eccesso della somma dei tre angoli diedri 
di lai piramide sopra due angoli retti » sta a otta angoli 
reni. 

64. Scolio II. È da osservare che mentre il triangolo sfe- ^*6' ^90- 
rìcoDEFyìen paragonato aljriangolo tri-rettangolo, la pira- 
mide sferica DEFO avente per base DEF, vien paragonata 

alla piramide sferica tri- rettangola, e l'angolo solido O al ver- 
tice della piraniideZ>£FO vien esso pure paragonalo all'an- 
golo solido al vertice della piramide tri-rettangola , cui si dk 
il nome di angolo solido retto. Da ciò si raccoglie che due pi- 
ramidi triangolari sferiche stanno fra loro come le loro hasi, 
e come gli angoli solidi formati ai loro vertici : e poiché una 
piramide poli^opa può. dividersi in più piramidi triangolari» 
segue che due piramidi qualunque stanno nella medesima 
proporzione dei poligoni che loro servono di basi , e degli 
angoli solidi al vertice delle medesime. Per la qual cosa 
ove fosse d' uopo determinare il rapporto di due angoli so- 
lidi qualunque dovreipmo immaginare descritte dai loro ver- 
tici come centri due superficie sferiche dello stesso raggio, e 
paragouaie le superficie dei poligoni intercetti fra le loro 
facce. V h9 più che preudendo per uiiilà dì misura degli 
angoli, solidi T a pigolo solido rei lo,. il numero esprimente 
l' area del poligono indicherà pure la misura dell' angolo 
solido corrispondente. Così dato che l'area d'un poligono 
sia f-, cioè che questo poligono sia i | del triangolo tri* ret- 
tangolo , r angolo solido che gli corrisponderà al centro 
della sfera sarà esso pure i ^ della uni^à (lui si riferisce, ov- 
vero dell' angolo solido retto. 
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TKOREMA KXIt. 

Fig. 509. 65. Di tutti i triangoli sferici che si possono formare 
con due lati dati C A ^ CB prendendo il terzo a piacere , 
il MAXIMUM è quello nel quale V angolo compreso fra i 
lati dati è uguale alla somma degli altri due angoli. 

Supponiamo che nel iriaogolo ABC abbiasi T angolo 
BCA^CBA-^ BAC^ e nel iriangolo AB C , dove 
ACm^AC, l'angolo BCA'> BCA; dico che l'arcf 
del primo, la quale è espressa dalla quanlilà 

CAB-i-CBA-hBCA^ikt 
è maggiore dell' area del secondo espressa dalla quantità 

CA'B ^CBA'-hBCA' — a. 

j&\ prolunghino i lati /i B ^ AC finche s'incontrino ia D^ 
ed i lati A*B , AC finche s' incontrino in D . Le due som- 
me BCD-h B CA . CBA^CBD saranno uguali fra 
loro essendo ciascuna uguale a due angoli retti ; qu/'ndi os- 
servando che BDC t:^ B AC ^ ne verrà 

BCD ^ BCA -f- BDC = CBA -f- CBD + BAC% 

ma per ipotesi , B CA ^mCBA'^BAC, dunque anche 
CBDmmBCD-hBDC. 

Ciò posto prendiamo a ricercare un punto eqnid istante 
dai punti B ^ C^ £/ \ ed a tale uopo incoukinciamo dal 
condurre l' arco BI per modo che risulti 1' angolo CBJ «9 
BCD , e conseguentemente l' angolo JBD 9^ BDC\ \ due 
triangoli J BC, IBD saranno isosceli* donde si ricava 
che lC^=»lB^slD\ e che il punto / mezzo ài C D k 
equidistante dai tre punti B ^ D ^ C. Così può pure dimo^ 
strarsi essere K mezzo di A B ad uguale distanza dai tre 
punti A ^ B f C, 

Or dal punto / si conduca un arco I F perpendicolare 
sopra B C -, ogni punto M dì questo arco sarà equidistante 
IV* 43* dai punti B^ e C*", cosicché un punto il quale sia equidistante 
ddi Cf B^ e, D^ si ritroverà necessariamente sul medesi- 
mo arco FIG\ ma è facile dimostrare che questo punto 
non può essere / dove FIG incontra Z>6\ né un pun- 
to M situalo fra I ed F* Infatti quanto ad J sì vede 
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dieCI-hID'>Ciy'f donde, iogliendo da ambe ie 
parti CJ, si ha //>' > CD'- Ci. cioè /Z>'> I D. 
Quanto ad A/ è da osservare che BM ^ 9fC <iB£ -h IC*f ♦ iv. 98* 
e che perciò, prendendo la metà da ambe le parti 
BM <:BI*, ma DM > D'C — CM , e con maggior 
ragione D'M^ DC^ Cl.DM> ID, DM>BI^ 
dunque D'M > B M. E da tutto ciò si raccoglie che 
un puuto equidistante ah C ^ B . e U uon potrà rinve- 
nirsi che sul prolungamento IG dell'arco I F. Sia P 
questo punto per cui abbiasi PC^»PBs=^PD^\\ 
iriangoli P BC. PC//, P£Z>' saranno isosceli, ne' quali 
dovendo gli angoli opposti ai lati uguali essere uguali , sarà 
l'angolo PBC~ PCB . PBD^ = PD'B. PCD' — PD'C. 
Si osservi adesso che essendo la somma D'BC^ CBA' 
uguale a due angoli rettile tale ancora la somma D'CB -^ 
BCA\ si ha 

D'BP^PBC+CBA'mmri, 
BCP — PCD'-hBCA'm^u^i 
e quindi , sommando « 

ikBCP -4- CAB 4- CBA' H- BCA'mm 4 , 
ovvero CA'B -f. CBA' + BCA' = 4 — a BCP. 
Venendo al triangolo ABC. ed osservando che 

BCA-hBCI^^. 

CBA+CBD^ià. 
avremo 

BCA -^BCI-hCBA-^CBDm^i^', 

ma CBD^BCD-hBDCmmBCI+CAB, 
^BCl ^ CAB-hCBA^ BCA mm^, 

ovvero 

CAB^CBA + BCA^^^iBCL 

£ da ciò si rileva che le aree dei triangoli A'BC , ABC 
possono respettivamente esprìmersi mediante le differenze 

a— 25CP, a — %BCI\ 
ma abbiamo veduto che l'angolo BCI è necessariamente 
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minora dell'angolo BCP^ dunque l'area de! iriangnlo 
AB C è minore dell' area del irìaugnlo AB C , come si 
doveva dimosirare. 

Fig.3io. Si potrebbe provare nel medesimo modo che l'area del 
triangolo jé"BC. dove jT'C ^ AC, % l'angolo BCA'* 
<C BCAy è minore essa pure dell'area del trian^'olo 
ABC, Dunque ABC e il triangolo maximiiìÉì di rulli 
quelli che si possono formare con due lati dati , ed il terzo 
a piacimento. 

Fig. 3ii. 66. Scolio li II triangolo ABC ^ più grande ira tutti 
quelli che hanno due lati dati C A , CB può essere iscritto 
in un semi-circolo, il cui diametro sar^ la corda del terzo 
lato AB, Infatti essendo il punto A, mezzo di AB, 
equidistante dai tre vertici A , B , C del triangolo è chiaro 
che la circonferenza del piccolo circolo descritta coli' iiiter* 
vallo KA passerà pei tre vertici stessi ; di più ove si os- 
servi che il centro di questo piccolo circolo dee trovarsi e 
sul piano dell' arco di circolo grande AB, e su quello del 
piccolo circolo circoscritto ad ABC, cioè su la intersezione 
di questi due piani , la quale è la retta AB, concluderemo 
che questa retta è appunto il diametro del medesimo picco- 
lo circolo. ^ \' 

67. Scolio II, L' angolo C del triangolo nMxìmum 
ABC è maggiore d'un angolo retto; perocché essendo 
l'angolo C uguale alla somma degli altri due angoli A e b 
esso è per conseguenza uguale alla metà della somma dei 
tre augoli del triangolo, la quale è sempre maggiore di due 
angoli retti. 

68. Scolio III, L' area del triangolo ÀBC che si ottie* 
ne prolungando i lati C A , C B sino al loro incontro in C , 
il quale triangolo unito al triangolo maximum ABC forma 
Il fuso avente per angolo C, sarà il quarto dell' area della 
sfera. Infatti Area ABC « BAC -h ABC+ ACB — a 
mm BAC -+- ABC + ACB -^ % = BAC -+- 
A B C ^ B A C -h A B C — 'x ^ \ — '^ ^ '^' 

63, Scolio IP^, Ajffinchè possa aver luogo il triangolo 
maximum A BC \^ somma dei due lati dati CA, CB 
«kyvrà esser minore della mezza circonferenza d' un circolo 
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grande; infatti la somma dei due lati BC^ CA es- 
sendo minore detla sémi circooferenzi^ ^B CA , sark a più 
forte ragione minore della semi, circonferenza d' un circolo 
grande. 

TEOREMA XXIII. 

70. Fra tutti i triangoli sferici della stessa base, e dello Fig. Sia* 
stesso perimetro il triangolo maximum è quello nel quale ì 
dut lati non determinati sono uguali. 

Sia A B Ì2k base data comune ai due triangoli ACB , 
A DB, ne' quali supporremo AC-\- CB^A D -h DB; 
dico ohe il triangolo v^CiS dove supporremo AC^b^ CB 
è maggiore del triangolo A DB dove AD'>^ DB. Aven- 
do questi due triangoli la parte AMB comune, basterà 
dimostrare essere il triangolo ACM maggiore del trian^ 
go\o3 D M. k tal uopo si osservi che B M è minore A M, 
perchè l'angolo MABk minore di CAB, ovvero del 
suo uguale CB A\ ragione per cui potrà farsi M I ^saM B^ 
e quindi preudendo MK &= MD , e conducendo Kl potrà 
aversi il triangolo M KI uguale al triangolo M D B. 

Ciò posto ricerchiamo se il punto K debba essere fra C 
ed iff « .oppure sul prolungamento di ^C; sia esso per 
anpposizione sul prolungamento di MC, Essendo CA il più 
certo cammino da C in A, avremo CA <. CK -f- KI -f- 1A\ 
ora CKmm MD — CM, KI — BD,IA^ AM-- MB, 
dunque CA < MD — C M -^ B D ^AM— MB, 
ovvero CA < AD — CB + BD\. ed aggiungen- 
do da ambe le parti CB avremo ancora CA '■^ CB < 
AD^BD. Ma per ipotesi CA -h CB ^ AD ^ BD, 
dunque è assurdo che il ponto K. cada sul prolunga- 
mento di BC\ dunque esso dovrà cadere fra C ed iV/» lo 
che vuol significare che il triangolo I KM uguale al trian^ 
gelo M D B deve esser parte del ti*ìa6golo ACM-, per 
conseguenza il triangolo^ ilf/> è minore del triangolo 
ACM ,, ed il triangolo isoscele A BC e maggiore del oon 
isoscele ADBì . 



V. I POLIGONI SFERICI. 



TEOREMA I. 

Fi^. 3i3. i* La somma dei lati d' ogni poligono sferico è minore 
della circonferenza d'ioi circolo grande. 

Sia O il centro della sfera so la coi superficie si sup- 
pone descritto il polìgono A B CD E ; conducendo i raggi 
OA^ OBf OCf OD^ OEt formeremo un angolo so- 
lido S, i cui angoli piani AOB, BOC, COD ,DOE, 
£0^, saranno respetti vamenle misurati dagli, archi di 
circolo grande AB ^ BC^ CD ^ DE ^ E A , cioè dai lati 
del poligono AB CD E; ma la somma di tali angoli è 
* 44o. sempre minore di quattro angoli retti * , dunque la somma 
dei lati del poligono sarà minore della circonferenza d' un 
circolo grande. 

2. Scolio. Questa proposizione si può rendere indipen- 
dente dalla considerazione dell' angolo solido S ; perocché 
si prolunghino i lati DE ^ BA finché s'incontrino in M\ 
osservando che AE-^AM^ME^ potremo concludere 
essere il perimetro del pentagono AB CD E minore del 
perimetro del quadrilatero MB CD. Prolungando dipoi i 
lati AB , DC sino al loro incontro in N si vedrà pure che 
il perimetro del quadrilatero MBCD minore del perime- 
tro del triangolo MDN\ ma il perimetro del triangolo 
M DN è minore della circonferenza d' un circolp grande » 
dunque a pia forte ragione il perimetro del poligono 
AB CD E è minore della medesima circonferenza. 
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TEORSMA II. 

3. V area cf un poligono sferico è uguale alla somma rig. 5i4, 
de' suoi angoli diminuita del prodotto di due angoli retti 
pel numero dei lati del poligono meno due, 

11 poligono essendo A BCDE ^ si potrà mediante gli 
archi AD ^ AC decomporre in triangoli , il cui nomerò 
sarà uguale a quello dei lati del poligono meno due. Or 
r area di ciascun triangolo è uguale all' eccesso della som- 
ma de' suoi angoli sopra due angoli retti * , dunque V area * lY. 58. 
del poligono è uguale alla somma di tutti gli angoli dei 
triangoli meno il prodotto di due angoli retti pel numero 
dei triangoli stessi \ ovvero è uguale alla somma di tutti gli 
angoli del poligono diminuita del prodotto di due angoli 
retti pel numero de' suoi lati meno due. 

4* Scolio. Sia A l'area d'un poligono sferico» s la 
somma de' suoi angoli; ed n il numero de' suoi lati; ad 
avere A dovremo togliere da s il doppio del numero 

n — a , cioè a « — 4 » ^® ^^ ^^^ ^ i»s s — in •+- 4- 

Da tal teorema si può dedui^re il seguente attinente ai 
paliedri. 

TEOREMA III. 

5. Il numero degli angoli solidi d' un poliedro accre» 
sciato del numero delle sue facce è uguale al numero delle 
sue costole accresciuto di due unità. 

Le lettere A, F^ C rappresentino respeltivamente al 
numero degli angoli , quello delle facce » e quello delle co* 
itole del poliedro ; dico che avremo sempre 

Da un punto preso a piacere dentro il poliedro si conducano 
delle linee rette ai vertici di tutti i suoi angoli ; dipoi si 
concepisca una superficie sferica di cui esso punto sia il 
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centro , la quale venga incontrala da tutte queste linee in 
allrelianii punti; Bnalmentes'immaf^ini che tali punti sieno 
insieme congiunti con archi di circoli grandi » per modo che 
. ad ogni faccia del poliedro corrisponda un poligono sferico 
descritto su la superficie della detta sfera; la somma di tutte 
le aree dei poligoni sarà uguale all' area della sfera medesi- 
Pig. 3«/i. ma ; or se supponiamo che ABCDE sia uno di questi poligo- 
ni, la cui area venga rappresentata da s -— aa + 4 » ^ ^^^ 
pel medesimo modo sieno valutate le aree di tutti gli altri 
poligoni, sommando tutte le loro aree vedremo che V area 
della sfera, rappresentata da 8, risulta uguale alla somma di 
tutti gli angoli dei poligoni, meno il doppio del numero dei 
loro lati più 4 moltiplicato pel numero delle facce del po- 
liedro. Ma riflettendo che la somma di tutti gli angoli sferici 
che si formano intorno ad un medesimo punto A è ugufile a 
4 angoli retti , vedremo che la somma degli angoli di tutti i 
poligoni è rappresentata da 4 preso tante volte quanti angoli 
solidi vi sono 9 cioè dal numero ^A. Oltre a ciò il doppio 
del -numero dei lati di tutti i poligoni è ugnale al quadruplo 
del numero delle costole del poliedro , cioè è rappresen- 
tato dal numero 4^'f essendoché ad ogni costola del po- 
liedro corrisponde un arco AB ^ ed è manifesto che uo arco 
qual' è ^ ^ fa 1' ufficio di lato in due poligoni adiacenti. 
Dunque avremo ^ mm ^A — 4^^4» ovvero, pren- 
dendo la quarta parte del primo, e del secondo membro, 
'X 1^ A — C'^ F\ per conseguenza ^ *4- /* «=» C -|- a. 

1. 

TEROEMA. IV. 

6. La somma degli angoli piani costituenti gli angoli 
solidi d'un poliedro è uguale al prodotto di quattro angoli 
retti pel numero degli angoli solidi del poliedro dinùnuito 
di due unità. 

Sia n il numero dei lati d' una faccia del poliedro ; la 
somma degli angoli di questa faccia sarà rapprentata da 
a n — 4 ' cosicché la somma degU angoli di tutte le facce 
sarà uguale al doppio del uumero dei lati di tutte le facce , 
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meno 4 angoli reiti presi tante volle quante sono esse facce ; 
cioè tal somma sarà aguale a ^C — ^F\m9. in virtù del teo- 
rema precedente C — F«— ^ — 2 ; e 4 C — 4 -^^^ 4 -^ ~" ^ 
3^4X('^~*^)» dunque la somma di tutti gli angoli 
piani d' un poliedro è uguale al prodotto di quattro angoli 
retti pel numero de' suoi vertici diminuito di due unità. 

, ' TEOREMA V. 

7. Di tutti i poligoni sferici isoperimetri, e cTun mede' 
Simo munero di lati quello la cui superficie è un mjximum 
ha tutti i suoi lati uguali. 

La dimostrazione è in tutto somigliante a quella del 
Teor. X. pag. a85. 

TEOREMA VI. 

8. Di tutti i poligoni sferici formati con dei lati dati , 
ed un ultimo a piacimento il mjximum è quello che si può 
iscris^ere in un semi-circolo , il cui diametro sia la corda 
ilei lato non determinato. 

La dimostrazione si farà in quel modo stesso di cui si è 
dato un esempio sopra i poligoni rettilinei alla pag. 286, 
e profittando dello Scolio I , pag. 3 12. Qui affinchè abbia 
luogo il maximum vuoisi che la somma dei lati dati sia il 
minore della semi -circonferenza d'un gran circolo. 

TEOREMA VII. 

9. // MJXIMUM dei poligoni sferici formati con dei lati 
dati è quello che si può iscrivere in un circolo della sfera. 

Per la dimostrazione V. il Teor. XII l pag. 287. 
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TEOREMA. Vili. 

IO. // MAXIMUM dei poligoni sferici che hanno lo 
siesso perimetro ,ed il medesimo numero di lati è quello 
che ha i suoi angoli uguali ,ed i suoi lati tiguali. 

Ciò risulta evideniemente dai Teor. V» • VII. 

Scolio. Tutte le proposiiiooi precedeuti cbe attengono 
alla determinazione del maximum ne' poligoni sferici si pos- 
sono riferire eziandio agli angoli solidi di cui lali polìgoni 
sono la misura. 



ri. IL SEGMENTO SFERICO. 



TKOREUA I. 

// vtdume del solido generato dal rivolgimento d* un Fig* 8i5. 
segmento circolare jd KB intomo ad un asse O C che 
passa pel centro, senza tagliare tal segmento, è uguale 
ai due terzi d' un cilindro avente per diametro la corda 
AB del segmento stesso, e per altezza la projezione DE 
in essa corda su Fosse. 

Sia OP la perpendicolare abbassata dal centro su la . 
corda A B \ e B L la perpendicolare abbassata dal punto B 
su la retta AD, Avremo. manifestaniente 

voi. OAKBmmvoL OABC-^vol.OBC, 

voi. C\AKBmmÌ7tOAXDE, 

ma voi. OABmm^irOP'xDE*, » 655. 

dunque sottraendo dal voi. OAKfi il voL OAB , otterremo 

voi. AKB= \ic(pA—'OP) X DE^^TT.AP'xDE. 
Corollario /. Sostituendo ^AB ad AP ^ avremo 

voi. AKB = iir Ab'xDE. 

Corollario II. Dunque il solido descritto dal segmento 
AKB sta alla sfera avente per diametro la sua corda AB^ 

come lirAB X DE t ad -^ic AB*^ ovvero come DE* f^o, 4.» 
ad AB. 

ai 
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TEOREMA II. 

Fjg. Si5. Un segmenio di sfera compreso fra dite piani p€Mralleli 
è equivalente alln semi- somma di due cilindri della mede- 
sima altezza DE del segmento, che abbiano respeUivamen" 
te ptrbasi quelle del tronco, pia una sfera avente per 
diametro quest'altezza DE. 

Prendiamo a considerare il segmento sferico generalo 
dal rivolgimento del mezzo segmento circolare A KBED 
intorno al suo lato D E, 

In virtù del precedente teorema abbiamo 

voi AKBmM^iwTB^X DEi 
or si osservi che 

• 740. 5.^vol. APBED =r ^. V ( 35V 5F V ADXBE)X DE*\ 
dunqne sommando , avremo 

vol.AKBED= J frQiAD V ^BÈ-^ADXBE-^AB^XDE. 
Ma 25'== BL*-h 11^ DE\ {^AD-^BE )\ 

ovvero Ib^ De\ Z9 V BE*— %ADXBE^ 

dunque, sostituendo, 

voi. AKBED — i T ( 3 AD-¥ 3 BE\ DE^ DE ; 
oppure Bnalmeute 

voU AKBED — JT ( JÌ]d V BE^ X ^^S + 1 ir DE, 

come dovevasi dimostrare. 

Corollario, Ove una delle basi fosse nulla, il segmento 
di che si tratta avrebbe solo una base» ed il suo volume, 
fatto j? £ sss o , risulterebbe espresso così 

iir A~DX DE -hi TT DE^', 

dunque un segmento sferico a una base è equividentc alla 
metà del cilindro della medesima base, e della medesima 
altezza , più la sfera avente quest* altezza per diametro. 



FIL 1 POLIEDRI REGOLARL 



Un poliedro dtcesi regolare ogniqualvolta tuue le sue 
facce SODO poligoni regolari uguali , e tutti i suoi angoli 
diedri sono pure uguali. 

Ciò ne conduce a stabilire che nu poliedro regolare è 
necessariameule convesso. 

TEOREMA I. 

Non esistono che [^cinque specie di poliedri regolari. 

Prendiamo a considerare io primo luogo i poliedri a facce 
triangolari. Quando le facce sono triangoli regolari è mani- 
festo che all' oggetto dì formare un angolo solido , non se 
ne potranno prendere più di 5; perchè l'angolo del trian-' 
golo equilatero è i , d'uu angolo retto , ed il prodotto di 
tal quaniitli ptir 6; è 4 limite cui non può giungere giammai 
la somma degli angoli piani di un angolo solido.. 

Ciò posto le lettere J, F, C, rappresentino respettiva- 
mente il numero degli angoli quello delle facce » e quello 
delle costole del poliedro; dato che ad ogni vertice del pò* 
liedro facciano capo 3, o 4» o 5 triangoli equilateri sarà 
C^ 7 Ff perchè ogni faccia avrh tre lati, ed il numero delle 
costole è metà del numero di questi lati ; quindi in forza 
della equazione A H- F*- C-f» a* avremo » V. 5. 

!1^_Fh.4. 

Or riunendo 3 triangoli ad ogni vertice del poliedro, il 
il numero di tutti angoli piani sarà 3 F^ ma dovendo a tre 
di essi corrispondere un solo angolo solido , avremo 

-4==T F= F, donde aF— F-f-4,Ì^«=»4; 

in guisa che la figura sarà allora un tetraedro regolare» 



Ili secondo luogo riunendo 4 criangoli ad ogni vertice 
avremo A^^F-.e quindi J F— F-f. 4 , F— 8 . 
e la figura sarà un ottaedro regolare. 

In lerzo luogo riunendo ad ogni vertice 5 triangoli avremo 

^'^i F; e quindi } F= F-^ 4, F-«: 30 ; 
cioè la figura sarà un icosaedro regolare. 

Passando ai poliedri le cui facce sono dei quadraU , 

avremo C^-iF— 2 F; per cui risulta A^F-^^. 
Evidentemente non si possono riunire i. quadrati che 3 a 3: 
dunque ^ = J F; donde si ha | F— F+ a , ed F«: 6; 
COSI la figura sarà un essaèdro. 

Finalmente prendendo per facce dei ^lentogom : avremo 
C= J F; e quindi ^«1 |F4-«, e 2 J :-= 3 F-f 4. 
I pentagoni pure non si possono riunire che3a3 ; cos\ sarà 

A^tF; e quindi ^'F— 3F+4, o F» la; 
la figura sarà perciò un dodecaedro. 

Riesce impossibile il formare un angolo triedro con an- 
goli di esagoni regolari, ed a pia forte ragione con quelli 
di poligioni regolari , d'un maggior numero di lati ; dunque 
cinque solamente sono i poliedri regolari che possono esi- 
stere. Passiamo a dimostrare che questi poliedri possono 
realmente costruirsi, 

P];«OBLEMA L 

1 

Fig. 3i6. Costruire il tetraedro regolare essendo data una delle 
sue facce. 

Tre triangoli equilateri SAB.SA C.SBC uguali alla 
faccia data del tetraedro da costruirsi, potranno insieme con- 
giungersi in modo che ne risulti l'angolo triedro 5; ciò fatto 
il triangolo jI ^ C risulterà esso pure eguale alla faccia 



daia; per la qoal cosa tnttì gli angoli diedri dei solido cos\ 
formato saranno lutti ugnati fra loro; cioè esso solido sarà 
il richiesto tetraedro regolare. ' 

Scolio, Per trovare 1' angolo diedro che formano due 
facce del . tetraedro ricercheremo quelle che formano due 
facce d' un angolo triedro formato da tre angoli di triangolo 
equilatero *. * 7*fi- 



PROBLEMA n. 

\ 



Costruire l'ottaedro regolare essendo data una delle pig. Siy» 
sue Jflcce, 

Sì^ AC il lato del triangolo equilatero , chedev'es* 
sere la faccia dell'ottaedro da costruirsi ; sopra questo lato 
si descriva il quadralo ACA'C ^ e pel centro O di esso 
indicato dall' incontro delle sue diagonali A At ^ CO si 
conduca la perpendicolare B ff sì suo piano; quindi si 
prenda O^e-Ò^'saO^ e si tirino le rette BA^BC^ 
BA\BC, B'A. ttC, B' A\ BC\ da lal costrutione*^ 
si avranno olio tetraedri regolari uguali fra loro, dalla 
cui somma risullerk il solido ACACBff ; questo soli* 
do adunque avrà tulle le facce ABC^ B A C^ A^ B C ^ 
BAC, ABC, BA'C, ABC, JJ'^C uguali fra loro che 
formeranno scambievolmente angoli diedri uguali; dùnque 
fai solido sark il poliedro regolare a otto facce. 

Scolio, L'angolo diedro formato da due facce adiacenti 
dell' ottaedro regolare si troverà immaginando un angolo 
solido formato con due angoli di triàngolo equilatero, ed un 
angolo retto, e ricercando l'angolo diedro de* due pistni oVe 
sono gli angoli dei triangoli , il quale sarà quello appunto 
di due facce adiacenti dell' ottaedro *. * 7^5. 
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. Costruire V icosaedro regolare essendo data una delle 
sue facce. 

Fig.3i8. ^'* ABC una delle facce delJ'icotaedro da costruirsi. In 

primo luogo con cinque triangoli uguali ad y^^C formeremo 
uu angolo solido regolare, ed a tal'uopo ci varremo delJa co- 
struzione seguente ; sopra il lato &c si faccia un peniaiigono 
regolare beh id; dal centro o di questo peniagoaos' inalzi sul 
suo piano una perpendicolare oa la quale dovrà prolungarsi 
finché abbiasi bam^bc\ conducendo le rene ac,ah,a£,ad^ 
Pangolo solido a formato dei cinque angoli piani bnc^ 
e ah 9 ec. sarà l'angolo solido richiesto. Infatti essendo le 
oblique ab, ac^ ec. uguali fra loro, ciascuna di esse sarà 
uguale al Iato bc\ cosicché tutti i triangoli bac^, e ah ec. 
sono uguali fra loro, ed uguali ^1 triangolo data ^^ C, Inol- 
tre gli angoli diedri che questi triangoli formano fra loro 
souo uguali; perocché, come agevolmente si scorge, gli 
^ angoli solidi b ^ e » ec. sono uguali fra loro . 

Ciò posto supponiamo che a] punto A si formi un angolo 
pentaedro regolare ugnale ad a di cui una faccia sia ABC*, 
e che al punto B si formi altro angolo pentaedro regolare 
uguale esso pure ad a , e di cui ABC sia parimente una 
faccia ; questo secondo angolo pentaedro sarà uguale al pre* 
cedente; i loro angoli diedri saranno per conseguenza tutti 
uguali ; dunque questi due angoli pentaedri avranno due 
facce comuni A B C^ A B D, Parimente i due triangoli 
ICGf GC/" basteranno a formare nel punto C uu terzo 
angolo pentaedro regolare, il qual avrà tre facce comuni 
con ci a sciano dei due precedenti: infatti gli angoli diedri 
AC, CB hanno quel giusto valore che si richiede onde tal 
costruzione abbia luogo. Avremo per tal modo riuniti dieci 
triangoli uguali al triangolo ABC i quali furmeraimo scam- 
bievolmente angoli diedri uguali , e costituiranno la super- 
ficie ABCDEFGIK\ ed é da osservare che nei punti 
D,E,F, ec. del contorno di essa faranno alternativamente 
Ciipo tre e due angoli di triangoli equilateri. 



Or •* immagini uaa seconda superficie identica alla pre- 
cedente ; è manifesto che queste due superficie si potranno 
insieme connettere per modo che i punti Z>, F» / dove 
fanno capo tre triangoli si congiungano a quei punti dell'al- 
tra superficie dove fanno capo due triangoli ; infatti tutti gli 
angoli diedri di queste due superficie hanno il valore che loro 
conviene per costituire un angolo solido pentaedro uguale ed 
a. Dunque le due superficie riunite costituiranno una sola 
superficie continua composta di venti triangoli equilateri 
uguali , e formanti angoli diedri uguali ; tal superficie sarà 
adunque quello dell'icosaedro regolare. 

Scolio. Per determinare 1* angolo diedro di due facce 
adiacenti dell' icosaedro regolare immagineremo un angolo 
solido formato da due angoli di triangoli equilateri, ed un 
angolo di pentagono regolare; quindi ricercheremo l'an- 
golo diedro dei due piani ove sono gli angoli dei triangoli , 
il quale sarà quello appunto di due facce adiacenti dell' ico- 
saedro, 

PROBLEMA IV. 

Costruire l' ebsaedro regolare essendo data una delle sue Fig. 3i9« 
facce, 

SÌ9 jéB CD un quadrato il quale dev' essere una faccia, 
deiressaedro da costruirsi ; inalzando sul suo piano 1^ per- 
pendicolari AE ^ BF 9 CG^ DH tutte uguali ad AB^ e 
congìun^endo le loro estremità mediante le rette EF ^ FG , 
G H^ HE avremo un prisma retto le cui sei facce saranno 
altrettanti quadrati uguali s^à AB CD ; questo prisma adun- 
que sarà il richiesto essaedro. 

Scolio. Neil' essaedro regolare l' angolo di due facce 
adiacenti è un angolo retto. 
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raoBLEMA y. 

Costruirt un dodecaedro essendo detta una ma faccia p 

Sia il pentagono AB CD E la faccia data del dodecae- 
dro da costruirsi. Si formi un angolo triedro A con tre 
pentagoni uguali ad A BCDE uno de' quali sia , come 
si vede nella figura , questo stesso pentagono A BCDE} 
ì tre angoli diedri di questo angolo triedro saranno uguali. 
Or se con altri pentagoni uguali ai precedenti formeremo 
nei punti B^ Cf D^ E altri angoli triedri nel medesimo 
modo 9 questi angoli saranno tutti uguali fra loro , e 
frattanto otterremo una superficie costituita di sei pen- 
tagoni uguali al pentagono AB CD E dove tutti gli an- 
goli diedri saranno uguali; e nei punti D^ E^ F ec, del 
contorno di essa avremo alternativamente un angolo , o due 
angoli dei poligoni, j 

Or costruiscasi altra superficie identica alla prece- 
dente ; quindi queste due superfici si connettano per mo- 
do che gli angoli semplici dell' una si congiungano agli 
angoli doppi dell' altra. Gos\ otterremo una superficie cou- 
tinua composta di dodici facce uguali , formatiti angoli die* 
drì uguali ; tal superficie sarà quella del pentaedro regolare. 

Scolio, L' angolo diedro che formano due facce del te- 
traedro potrli determinarsi ricercando quello che formano 
due facce d' un angolo triedro formato da tre angoli di pen* 
tagotto regolare. 
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